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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh obvodného kola kategorie Z8

Informaéacia pre obvodnu komisiu MO:

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tlohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 9 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie vysledkovych listin obvodnych kol predsedom KKMO alebo nimi pove-
renej osobe.

Upozortiujeme tieZ na moznost zverejnit vysledkovu listinu obvodného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom formdte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo formédte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prdve traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsSetkych
ziakov.

1. Divadelny subor uviedol pocas sezony tridsatkrdt ,Vecer plny improvizdcie®. Filo-
ména, obdivovatelka hlavného hrdinu, si na zaciatku sezony vypocitala, kolko by dokopy
minula periazi, keby chodila na kazZdé predstavenie. Po niekolkijch predstaveniach vsak
vstupné necakane vzrdstlo o 6€. Neskor ziskal subor sponzora a tuto novi cenu zniZil
0 8,50€. Na konci sezony Filoména mohla povedat, Ze nevynechala ani jedno predstave-
nie a na vstupné minula presne tolko, kolko si vypocitala na zaciatku sezony. Kolkokrdt
isla Filoména na predstavenie za vstupné v povodnej vyske? (L. Simiinek)

Riesenie. Pocet predstaveni, na ktorych bolo vstupné zdrazené o 6€, oznacime a.
Filoména za ne oproti svojmu predpokladu utratila o 6a € viac. Po zlacneni bolo vstupné
nizsie ako na zaciatku sezony, a to o 8,5—6 = 2,5 €. Pocet predstaveni s tymto vstupnym
oznacime b. Filoména za ne zaplatila o 2,5b€ menej, ako pévodne planovala. Celkova
vydand suma zodpoveda presne planu, preto musi platit

6a = 2,5b.

Nezname a, b st prirodzené c¢isla. Rovnicu upravime na tvar, z ktorého bude zrejmy

pomer tychto Cisel:
a 2,5 5)

b 6 12°
Neznédma a teda musi byt nasobkom piatich a nezndma b musi byt zodpovedajicim
nasobkom dvanastich ako v tabulke:

a ) 10 15
b 12 24 36

KedZe podla zadania nesmie stucéet a + b presiahnut 30, do tivahy prichadza len prva
moznost. Predstaveni so zmenenou cenou vstupného bolo celkom 5+ 12 = 17. Predsta-
veni so vstupnym v povodnej vyske tak bolo 30 — 17 = 13.

Ndvrh hodnotenia. 4 body za poznatok, ze pocty predstaveni a a b si v pomere 5 : 12 (z toho 2 body
udelte podla tplnosti komentéara); 1 bod za diskusiu, Ze rieSenie je jediné; 1 bod za spréavnu a jasne
formulovanii odpoved.
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Pozndmka. D4 sa zvolit aj dlhsi postup, pri ktorom do rovnice 6a—2,5b = 0 dosadzujeme za a postupne
prirodzené ¢isla a vzdy skimame, ¢i b vychadza tiez prirodzené ¢islo. Aj za taktto pracu mozno udelit
plny pocet bodov, ak je v nej ukazané, ze iloha mé jediné riesenie.

2. Ndjdite najmensie také prirodzené cislo, Ze jeho polovica je delitelnd tromi, jeho
tretina je delitelnd Styrmi, jeho Sturtina je delitelnd jedendstimi a jeho polovica ddva
po deleni siedmimi zvysok 5. (E. Patakova)

RieSenie. Ak je polovica ¢isla delitelnd tromi, tak ¢islo musi byt delitelné ¢islami 2
a 3 sucasne. Z podobnych dévodov musi byt delitelné aj ¢islami 3 a 4 a tiez ¢islami 4
a 11. Najmensi spolo¢ny nasobok vSetkych tychto ¢isel je sacéin 3-4-11 = 132; hladané
¢islo musi byt néasobkom ¢isla 132. Polovica hladaného ¢isla je teda nasobkom ¢isla 66,
zostava uz len preskiimat zvySok po deleni siedmimi:

polovica hladaného ¢isla zvySok po deleni siedmimi
66 3
132 6
198 2
264 5

Najmensi nasobok ¢isla 66, ktory po deleni siedmimi déava zvysok 5, je 264. Hladané
¢islo je teda 2 - 264 = 528.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za zjednoduSenie zadania (napr. ze prvé informdacia znamend delitelnost
¢islami 2 a 3); 3 body za najdenie najmensieho spoloéného nasobku 132 a interpretaciu, ze hladané
éislo je nasobkom tohto ¢isla, alebo jej obdobu (pojem ,nasobok“ nemusi byt explicitne uvedeny);
2 body za néajdenie ¢isla 528 (z postupu musi byt zrejmé vylucenie vSetkych mensich éisel).

3. Je dany trojuholnik ABC, ktorého ndcrt vidite na obr. 1. Na strane AB lezi bod X
a na strane BC' lezi bod Y tak, ze CX je taznica, AY je vyska a XY je strednd priecka
trojuholnika ABC. Vypocitajte obsah trojuholnika vyznaceného na obrdzku sivou farbou,
ak obsah trojuholnika ABC' je 24 cm?. (M. Dillingerova)

C

A X B
Obr. 1

Riesenie. Kedze XY je strednd priecka trojuholnika ABC, musi byt Y stred
strany BC, a teda tsecka AY nie je iba vyska, ale aj taznica. Priesecnik faznic CX
a AY je taziskom trojuholnika ABC, tento bod oznac¢ime T'.
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Kazda taznica rozdeli trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom (takto
vzniknuté trojuholniky maji spoloént vysku na rovnako dlhé strany): AY je taznica
trojuholnika ABC, preto

1 24
Sapy = Sacy = ESABC =5 = 12 (cm?),

a podobne XY je taznica trojuholnika ABY, preto

1 12
Saxy = Spxy = 58y = 5 =6 (cm?).

Trojuholnik AXY, ktorého obsah pozname, pozostava z trojuholnikov AXT
a Y XT. Tieto dva trojuholniky maja spolo¢nt vysku z bodu X, ich obsahy su teda
v rovhakom pomere, v akom je pomer dlzok stran AT a TV, t.j. v pomere 2 : 1 (fazisko

deli taznicu v pomere 2 : 1). Obsah trojuholnika Y XT je teda tretinovy vzhladom na
obsah trojuholnika AXY, preto

1 6
SyxT = §SAXY =3 = 2 (cm?).

Navrh hodnotenia. 2 body za poznatok (vratane zdévodnenia), ze AY je taznica v trojuholniku ABC
po 1 bode za obsahy trojuholnikov ABY a AXY’; 2 body za vysledny obsah trojuholnika Y XT' (vratane
jeho odvodenia alebo zdévodnenia).
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