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53. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 18.—24. 4. 2004.)

1. Je dany trojuholnik ABC' a na strane BC bod D tak, ze |AD| > |BC|. Bod E na strane AC
je uréeny pomerom

|AE| |BD|

|EC|  |AD| - |BC|’

Dokazte, ze plati |AD| > |BE].
2. Najdite vsetky ohranicené postupnosti ai,as,... prirodzenych ¢isel také, Ze plati

p— Ap—1+ ap—2
" (an—la an—2)

pre kazdé n > 2. ((k, {) oznacuje najvicsieho spolo¢ného delitela ¢isel k a £.)

3. a) Anicka mé dve Skatule, z ktorych v kazdej je 6 loptic¢iek oznacenych ¢islami 1 az 6.
Nahodne vyberie po jednej lopticke z kazdej Skatule. Nech p,, oznacuje pravdepodobnost, Ze
sucet vybranych ¢isel je rovny n. Vypocitajte p,, pre vsetky n € N.

b) Betka méa tiez dve Skatule a v kazdej 6 loptic¢iek oznacenych (nezndmymi) prirodzenymi
¢islami. Cisla sa moézu opakovaf, nemusia byt také isté v oboch skatuliach. Ak Betka vyberie
nédhodne po jednej lopticke z kazdej Skatule, pravdepodobnost, Ze sicet bude rovny n, je opit p,
(rovnako ako u Anicky). Aké ¢isla st na Betkinych loptickdch? Najdite vSetky moznosti.

4. Kazdy stvoréek velkého Stvorca 50 x 50 je ofarbeny jednou zo Styroch farieb. Ukazte, ze
existuje Stvoréek, ktory mé rovnakd farbu ako niektory Stvoréek napravo, nalavo, hore i dole
od neho (nie nutne susedny).

5. Na obluku BC kruZnice opisanej trojuholniku ABC| ktory neobsahuje bod A, zvolime bod P.
Na polpriamkach AP, BP zvolime postupne body X, Y tak, aby |[AC| = |AX|, |BC| = |BY|.
Ukézte, ze priamky XY prechddzaju pre pohybujtci sa bod P pevnym bodom.

.....

¢islo n existuje nejaké s € S také, ze NSD(s,n) = 1 alebo NSD(s,n) = s. Dokdzte, Ze existuju
s, t € S také, ze NSD(s,t) je prvodislo.

7. Pre prirodzené Cislo n a realne Cislo ¢ definujeme x; rekurzivne: xo =0, x1 =1 a

cxrr1 — (n—k)zy

k> 0.
k1 pre ki =0

Lh+2 =

Pre pevné n ozna¢me c najvicsie cislo, pre ktoré x,, 11 = 0. Pre takto zvolené c najdite predpis
pre xj iba za pomocin a k pre 1 £ k < n.

8. Nech a, b, ¢ st nezdporné redlne ¢isla také, ze a + b + ¢ = 1. Najdite maximum vyrazu

a’® + b% + 2 + V12abe.



9. Dany je Stvorsten taky, Zze gula so stredom v bode O sa dotyka vSetkych jeho Siestich hran.
Navyse styri gule so stredmi vo vrcholoch Stvorstena sa po dvoch zvonka dotykaju a vsetky Styri
sa dotykaju inej gule so stredom v bode O. Dokézte, Ze takyto Stvorsten musi byt pravidelny.

10. Nech ABC je trojuholnik. Na jeho strandch AB, AC lezia v tomto poradi body D, E tak,
ze priamka DFE je rovnobeznd s priamkou BC. Nech P je Tubovolny vnitorny bod trojuholnika
ADFE a nech F, G st postupne prieseéniky priamky DFE s priamkami BP a CP. Nech Q je
druhy priese¢nik (rézny od P) kruznic opisanych trojuholnikom PDG a PFE. Dokazte, ze
body A, P, Q) lezia na priamke.

11. Dokazte, ze ak n je prirodzené cislo také, ze rovnica
2 =3z’ +y3=n

ma rieSenie (x,y) v celych ¢islach, tak mé tato rovnica aspon tri takéto riesenia. Najdite vSetky
jej rieSenia pre n = 2891.

12. Bod P lezi vnutri trojuholnika ABC. D, E a F sa péty kolmic spustenych z P postupne
na strany BC, CA a AB. Predpokladajme, ze plati

|AP|? + |PD|*> = |BP> + |PE|> = |CP* + |PF|%.

Oznaéme 4, Ip a I¢ stredy kruznic pripisanych ku stranam trojuholnika ABC. Dokazte, ze
P je stred kruznice opisanej trojuholniku I4Iglc.

13. Kazdé prirodzené ¢islo a podstipi nasledovni procediru pre ziskanie hodnoty d = d(a):
(i) poslednu cifru ¢isla a presunieme na zaciatok, dostaneme tak ¢islo b;
(i1) umocnime b na druhi, dostaneme tak éislo c;
(éii) prva cifru éisla ¢ presunieme na koniec, dostaneme ¢islo d.
(Vsetky ¢isla st zapisané v desiatkovej ststave.) Napriklad pre a = 203 dostaneme b = 320,
c = 102400 a d = 024001 = 24001 = d(203). N4jdite vSetky &isla a, pre ktoré d(a) = a?.

14. N4jdite vSetky prirodzené ¢isla n také, ze pravidelny Sestuholnik sa da rozdelif na n rov-
nobeznikov, ktoré maja vsetky rovnaky obsah.

15. Nech n a r st kladné celé ¢isla a nech A je podmnozZina mnoziny mrezovych bodov
(body s celociselnymi stradnicami) v rovine, také, ze Tubovolny kruh (bez hrani¢nej kruznice)
s polomerom r obsahuje bod z mnoziny A. Dokézte, Ze ak Iubovolne ofarbime mnozinu A s n
farbami, tak budi existovat $tyri body rovnakej farby, ktoré tvoria vrcholy obdlznika.

16. Oznacme T tazisko trojuholnika ABC'. Dokézte, ze plati

sin |{CAT| + sin |[{CBT| < 2 .

pa

17. Najdite vSetky funkcie f : Ny — Ny, ktoré spliiaji rovnost
f(f(n))+ f(n) =2n + 3k pre vietky n € Ny,

kde k je pevné kladné celé ¢islo a Ny oznacuje mnozinu vSetkych nezdpornych celych cisel.



