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52. ro¢énik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového stustredenia

(Sustredenie sa konalo 27. 4. —3. 5. 2003.)

1. Najdite vSetky polynémy f(x) s redlnymi koeficientmi také, ze pre kazdé redlne ¢islo z plati

(z 4 2003) f (z — 2002) = (z — 2001) f ().

2. Ak mame usporiadant stvoricu (z, y, z, w), tak z nej mézeme v jednom kroku vyrobit usporia-
dant stvoricu (zy, yz, zw, wz). Zacali sme s usporiadanou $tvoricou redlnych ¢isel (xg, yo, 20, wo)
a po konecnom pocte krokov sme dostali ti istt usporiadant stvoricu. S akou usporiadanou
$tvoricou sme mohli zacat?

3. Najdite najvicsie p € R také, ze pre kazdy trojuholnik so stranami a, b, ¢ a obsahom S je
splnena nerovnost
a2 +b% 2 pc® +38.

4. Dve kruznice k; a ko maju vonkajsi dotyk v bode K. Obe maja vnutorny dotyk s kruz-
nicou k postupne v bodoch A; a As. Nech P je jeden z priese¢nikov kruznice k so spolo¢nou
doty¢nicou kruznic k; a ko vedenou bodom K. Pre i = 1,2 oznaéme B; priesecnik priamky PA;
s kruznicou k; (rozny od A;). Dokazte, Ze priamka B; By je spolo¢nou doty¢nicou kruznic k; a
ko.

5. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me H pétu vysky vedenej z vrcholu A. Nech P je
lubovolny vnutorny bod trojuholnika ABC' a nech D, E a @ st po rade pity vysok z neho
vedenych na strany AB, AC' a AH. Dokéazte, ze plati

||AB| - |AD| — |AC| - |AE|| = |BC| - |PQ|.

6. Nech ag,ay,as, ... je postupnost kladnych redlnych ¢isel spltiajiica podmienku a;_1a;41 < a?
pre kazdé i = 1. Dokazte, ze pre kazdé n > 1 plati

o+ 4y aittan g | Gt tan g it tap
n+1 n—1 = n n '

7. Pre kazdé prirodzené ¢islo n nech a,, = 0 alebo 1, podla toho, ¢ je pocet jednotiek v zapise
¢isla n v dvojkovej ststave parny (0) alebo neparny (1). Dokézte, Ze neexistuju prirodzené ¢isla
k a m také, ze

Ak+j = Qk+m+j = Qk4+2m+j

pre kazdé 0 < j < m — 1.

8. Najdite vsetky realne ¢isla x, y, pre ktoré plati



9. Nech n je neparne prirodzené é&islo. Sachovnica n x n mé policka zafarbené striedavo bielou
a Ciernou farbou, pricom rohy s ¢ierne. Tromino v tvare L je tvorené troma susediacimi po-
lickami. Pre aké hodnoty n je mozné pokryt vSetky ¢ierne policka Sachovnice neprekryvajucimi
sa trominami? Ak je to mozné, aky je minimalny pocet potrebnych tromin?

10. Aky ciferny stc¢et moze mat Stvorec (t.j. druhd mocnina) celého ¢isla?

11. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C, pricom |BC| < |AC.
Ozna¢me I stred vpisanej kruznice, O stred strany AB. Na strandch AC, AB zvolme po rade
body @, P tak, aby platilo |CQ| = |CB| = |BP]|. Priese¢nik osi uhla ACB a priamky QP
ozna¢me S. Kolmica na QI prechadzajica bodom S pretina BQ v bode R. Dokazte, ze body
I, R, O lezia na jednej priamke.

12. Najdite vsetky celociselné riesenia rovnice

13 N 1996 =z
x2  y2 1997

13. Do Stvorstena je vpisana gula, ktord sa jednej steny dotyka v prieseéniku vySok, druhej sa
dotyka v fazisku a tretej sa dotyka v strede vpisanej kruznice. Dokazte, Ze potom je Stvorsten
pravidelny.

14. Najdite stcet stvorcov prvych 100 ¢lenov aritmetickej postupnosti, o ktorej viete, ze stucet
prvych 100 ¢lenov je —1 a suéet druhého, Stvrtého, Siesteho, ... a stého cClena je +1.

15. N4ajdite vsetky realne riesenia rovnice

Va2 —p+2V/a? —1=u,

kde p je redlny parameter.

16. Fibonacciho postupnost F), je definovana nasledovne: Fy =1, Fo =1, F, 40 = F, 41 + F,.
Uréte najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel Fogos a F3005.

17. Koneéné postupnost celych ¢isel ag,aq,... ,a, sa nazyva kvadratickd, ak pre kazdé i €
€ {1,2,... ,n} plati |a; — a;_1| = i*.

(a) Dokéazte, ze pre Tubovolné dve celé éisla b a c existuje prirodzené ¢islo n a kvadraticka
postupnost taka, ze plati ap = b a a,, = c.

(b) Néjdite najmensie prirodzené éislo n, pre ktoré existuje kvadratickd postupnost s ag = 0
a a, = 2004.

18. Nech a, b st dané prirodzené ¢isla, nech f je funkcia z R do R taka, ze plati |[f(z)] =1 a
flz+a+b)+ f(x)=f(x+a)+ f(z+)

pre vietky = € R. Dokazte, Ze f je periodicka funkcia (t.]. existuje také p, ze f(z + p) = f(x)
pre vsetky = € R).

19. Dve kruznice k; a ko sa pretinaju v bodoch P a ). Zvolme si lubovolne body A;, B;
na kruznici k. Priamky A; P a By P pretinaju kruznicu ks okrem bodu P v bodoch Ay, Bs
a priamky A;Bi, AsBs sa pretinaju v bode C. Dokézte, ze ked menime polohu bodov A1, By,
tak stredy kruznic opisanych trojuholniku A; A5C' lezia na kruZnici.



