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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Danych je 2012 Ekladnych cisel mensich ako 1, ktorych sucet je 7. Dokazte, Ze tieto
¢isla sa daji rozdelit na Styri skupiny tak, aby sucet ¢isel v kaZdej skupine bol aspori 1.
(Vojtech Balint)

RieSenie. Dané ¢isla ozna¢me aq,as, ... ,as912. Zrejme existuje index k = 1 taky, zZe
a1+ tap<1lZar+--+ap+arpr <2

Cisla ay,... a4 tvoria prvi pozadovant skupinu. Dalej zrejme existuje index | >
> k + 2 taky, ze

g2+ ta <l appo+- 4 a+ a1 <2

Cisla agi2,...,a;41 tvoria druhti pozadovant skupinu. Analogicky zrejme existuje
index m = [ + 2 taky, ze

g2+t am <1 apo+ -+ am + amer < 2.

Cisla aj+2,- .- ,Qmy1 tvoria tretiu pozadovana skupinu. Kedze a1+ - -+ am,m+1 < 6, plati
Amaio + -+ agp12 = 1, takZe ¢isla any9,. .. ,azp12 tvoria Stvrtil pozadovani skupinu.

Za systematické a tiplné riesenie udelte 6 bodov.

2. Urcte, kolkymi sposobmi mozZno vrcholom pravidelného 9-uholnika ABCDEFGHI
priradit ¢isla z mnoziny {17,27,37,47,57,67,77,87,97} tak, aby kaZdé z mich bolo
priradené inému vrcholu a aby sucet c¢isel priradenych kazZdym trom susednym vrcholom
bol delitelny tromi. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Najskor si uvedomme, ze ¢isla 27, 57 a 87 su delitelné tromi, ¢isla 37,
67 a 97 davaja po deleni tromi zvySok 1 a ¢isla 17, 47 a 77 davaju po deleni tromi
zvysok 2. Ozna¢me 0 = {27,57,87}, 1 = {37,67,97} a 2 = {17,47,77}. UvaZujme teraz
pravidelny devétuholnik ABCDEFGHI. Pri skimani delitelnosti tromi sta¢tu trojic
prirodzenych ¢isel priradenych trom susednym vrcholom uvaZovaného devituholnika
stac¢i uvazovat namiesto danych ¢isel iba ich zvySky po deleni tromi. Pritom tri ¢isla
mozu dat v stcte Cislo delitelné tromi jedine tak, ze bud vSetky tri ddvaja po deleni
tromi rovnaky zvySok (patria do rovnakej zvyskovej triedy), alebo st kazdé z inej
zvyskovej triedy. Keby vSak boli tri ¢isla priradené po sebe idicim vrcholom z rovnakej
zvySkovej triedy, muselo by z tej istej triedy byt aj ¢islo priradené nasledujucemu
vrcholu (ktorymkolvek smerom), a tym padom aj vSetky dalsie ¢isla. Takych devit ¢isel
k dispozicii nemame, preto fubovolnym trom susednym vrcholom musia byt priradené
¢isla z navzajom roéznych zvyskovych tried.

Predpokladajme najskor, ze vrcholu A je priradené niektoré éislo z mnoziny 0.
V takom pripade mozno vrcholom uvazovaného devituholnika vzhladom na podmienky
tlohy priradit zvyskové triedy 0, 1, 2 iba dvoma spésobmi podla toho, ktorému z dvoch
susednych vrcholov vrcholu A priradime 1 a ktorému 2. Dalsim vrcholom st potom uz
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zvySkové triedy vzhladom na podmienku delitelnosti priradené jednoznacne. Vysledné
priradenie mdzeme zapisat ako

alebo

alebo

Podla po¢tu moznosti, ako postupne vyberat ¢isla z jednotlivych zvyskovych tried,
kazdému z uvedenych pripadov prislicha podla pravidla stc¢inu prave

(3-2-1)-(3-2-1)-(3-2-1) =63

moznosti. Vzhladom na to, Ze iny pripad okrem Siestich uvedenych nemodze nastat,
vidime, Ze hladany pocet moznosti, ako priradif vrcholom uvazovaného devituholnika
danych devit cisel, je

6-6° = 6% =1296.

Za uplné riesenie udelte 6 bodov, z toho 2 body za zdovodnenie, Ze ¢isla priradené trom susednym
vrcholom maji navzajom rézne zvysSky po deleni tromi, 2 body za uvedenie Siestich moznosti, ako
mozu byt zvyskové triedy rozdelené, a 2 body za spravny vypocet poctu moznosti.

Za kazdé vynechanie jedného zo Siestich pripadov strhnite 1 bod. Za chybne spocitany pocet
moznosti strhnite 2 body; za menej zadvaznii numericki chybu strhnite 1 bod. Za spravny vypocet
poc¢tu moznosti, ktoré riesitel uvazoval, aj ked neuviedol vSetky moznosti, dajte 2 body.

3. Pravouhlému trojuholniku ABC' je vpisand kruznica, ktord sa dotyka prepony AB
v bode K. Usecku AK otoc¢ime o 90° do polohy AP a tusecku BK otocime o 90° do
polohy BQ) tak, aby body P, Q) lezali v polrovine opacnej k polrovine ABC'.
a) Dokazte, Ze obsahy trojuholnikov ABC a PQK siu rovnaké.
b) Dokdzte, Ze obvod trojuholnika ABC' nie je vicsi ako obvod trojuholnika PQK .
Kedy nastane rovnost obvodov?
(Jaroslav Zhouf)

RieSenie. a) Ozna¢me S stred a r polomer kruznice vpisanej trojuholniku ABC a L, M
body dotyku tejto kruznice postupne so stranami BC', C' A (obr. 1). Ak ozna¢ime |AK| =
=, |BK| =y, tak |AP| = |AM| = z, |[KP| = 22, |BQ| = |BL| = y, |[KQ| = yv/2.
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KedZe oba uhly AK P, BK(Q maju velkost 45°, je trojuholnik PQ K pravouhly, takze

jeho obsah je
_—_— gj’y

SpPor = 5
C
ST
r L
M f y
-
r .
X S y
r

Obr. 1

Stvoruholnik SLCM je $tvorec so stranou dizky r a [AM| = x, |BL| = y. Obsah
trojuholnika ABC' je rovny suctu obsahov trojuholnikov ABS, BCS a C'AS, teda

(x4+y)r+@y+r)r+(@+r)r
2

Sapc = =(x4+y+r)r

Obsah trojuholnika ABC' je zaroven rovny

AC|-|BC| _ (e +r)y+r) _ay (zty+r)r _ay  Sasc
Sape= g =T Tt Tty

Odtial dostavame Sapc = 2y, ¢ize Sapc = Spgk, o sme mali dokazat.

b) V trojuholniku ABC st dlzky strdn a = y + 7, b = 2 + 7, ¢ = x + y. Obvod
trojuholnika ABC' je a + b+ |AB|, obvod trojuholnika PQK je zv/2 4+ yv/2 + | PQ).

Zrejme plati |[AB| < |PQ| (|AB| je vzdialenostou rovnobeziek AP, BQ, obr.1).
Rovnost nastane jedine v pripade |AP| = |BQ)|, ¢ize x = y.

Este dokdzeme, ze a +b < 2v/2 + yv/2, teda ze a + b < ¢v/2. Posledna nerovnost je
ekvivalentné s nerovnostou, ktorti dostaneme jej umocnenim na druh, pretoze obe jej
strany st kladné. Dostaneme tak a? + b2 +2ab < 2¢%. Kedze v pravouhlom trojuholniku
ABC plati a? + b?> = ¢?, mame dokazat nerovnost 2ab < a? + b2, ktora je vsak
ekvivalentna s nerovnostou 0 < (a — b)2. T4 plati pre vSetky redlne ¢isla a, b a rovnost
v nej nastane jedine pre a = b, t.j. x = y.



Celkovo vidime, ze obvod trojuholnika ABC' je mensi alebo rovny obsahu troj-
uholnika PQK a rovnost nastane prave vtedy, ked je pravouhly trojuholnik ABC
rovhoramenny.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za cast a) a 3 body za ¢ast b). V ¢asti b) za vynechanie
podmienky, kedy nastane rovnost, strhnite 1 bod.

4. Najdite vsetky redlne cisla x, y, ktoré vyhovuju sustave rovnic
oY =5,
x

y - EJ — 6.

(Zapis |a| oznacuje dolni celi cast cisla a, t.j. najvicsie celé cislo, ktoré neprevy-

Suje a.) (Pavel Calabek)

Riesenie. Nutne plati xy # 0. Zrejme tiez x # y; keby bolo x = y, dostali by sme
|z/y] = |y/z] = 1, takZe z prvej rovnice by vyslo x = 5 a z druhej rovnice y = —6,
¢o je v rozpore s rovnostou x = y. Podobne neméze byt ani x = —y, takze dokonca
|| # [yl

Ak by obe nezndme mali rovnaké znamienka, bolo by jedno z ¢isel z/y, y/z
z intervalu (0, 1), takZze jeho cela ¢ast by bola 0, ¢o nevedie k rieSeniu. Jedna z nezndmych
teda musi byt kladna a druhd zaporna a obe celé ¢asti v rovniciach st zadporné. Z nich
preto tiez vyplyva, ze x < 0 a y > 0.

Znamienka c¢isel z, y st rozne a absolitne hodnoty tjchto ¢isel su tiez rozne, preto
prave jedno z ¢isel x/y, y/x je z intervalu (—1,0), a jeho celd ¢ast je teda —1.

Najskér preskimame pripad |z/y| = —1. Z druhej zadanej rovnice dostaneme y =
= 6. Prva zadand rovnica ma potom tvar |6/z| = 5/x. Ak navySe vyuzijeme definiciu
celej Casti, dostaneme

§:PJ ég £, §§§

x x x x T o

Posledné nerovnica vSak nemoze pre zaporné ¢islo x platit, lebo je ekvivalentna s ne-

rovnostou 5 2 6. Dana ststava rovnic nema teda v pripade |x/y| = —1 rieSenie.
Ostava pripad |y/x| = —1. Z prvej zadanej rovnice mame x = —5. Druhd zadané

rovnica ma potom tvar |—5/y] = —6/y. Podla definicie celej ¢asti teda plati

-5 |-5 —6 5 -6
—<L—J+1:—+1, b, — < — 41,

Yy Yy Yy Y Y
odkial po vynéasobeni kladnym ¢islom y dostaneme y > 1. Ked vyuZijeme definiciu celej
Casti aj pre rovnicu |y/ — 5] = —1, dostaneme
—1§i5<0, Gize 0<y<5.

Spojenim oboch podmienok pre neznamu y tak dostdavame 1 < y < 5. Naopak, pre
kazdé také y a x = —5 je prva rovnica sustavy splnena. Tuto podmienku postupne
upravime na ekvivalentné nerovnosti 1 > 1/y = + a =5 < —5/y < —1. Z tej poslednej
vyplyva, ze vyraz | —5/y| moze nadobudat jedine hodnoty —5, —4, —3, —2, —1.
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Z druhej rovnice upravenej na tvar y = —6/|—5/y| tak vyplyva, Ze nezndma y
moze nadobudat jedine hodnoty g, %, 2, 3, 6. Posledna z nich vSak (na rozdiel od
prvych $tyroch) nesplita odvodené kritérium 1 < y < 5 platnosti prvej rovnice stistavy.
Ci je pre prvé styri hodnoty splnena druhé rovnica sa musime presved¢it aspoi tak, Ze
overime hodnotu vyrazu |—5/y|, ktord nas k nim doviedla. Pre y rovné postupne g,
%, 2, 3 je zlomok —5/y postupne rovny —%5, —13—0, —% a —% s prislichajicimi celymi
Castami skutoc¢ne —5, —4, —3, —2.

Zaver. Zhrnutim vsetkych avah dostavame, ze rieSenim danej ststavy st nasledujice
e o . 6 3

dVOJlCe Cisel (xay) (_57 5)7 (_5a 5)7 (_57 2)7 (_573)

Za uplné riesenie udelte 6 bodov, z toho 1 bod za zistenie, Ze obe celé ¢asti v rovniciach st nutne

zaporné, a dalsie dva body za zistenie, Ze musi platit x = —5 alebo y = 6. Pri postupe zaloZzenom len

na experimentovani so zvolenymi ¢islami za sktSanim najdené vsSetky Styri rieSenia dajte 2 body, ak

by niektoré rieSenie chybalo, udelte 1 bod, za najdenie jediného riesenia nedavajte Ziadny bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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