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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Pre vsetky redlne cisla x, vy, z také, Ze x < y < z, dokdZte nerovnost
2 —y?+ 22> (v —y+2)2

(Jaromir Sims3a)

RieSenie. Aby sme mohli pouzit vzorec A? — B2 = (A — B)(A + B), presuiime najskor
jeden z krajnych ¢lenov lavej strany, napriklad ¢len 22, na prava stranu:

2 —y? > (z—y+2)* - 22
(z—y)(x+y) >@-—y+z-2)(z—y+2z+2),
(z—y)(z+y) > (z—y)(z—y+22).

Kedze spoloény ¢initel  — y oboch stran poslednej nerovnosti je podla predpokladu
alohy ¢&slo zaporné, budeme s dokazom hotovi, ked ukéZeme, Ze zvys$né ¢initele spliaji
opa¢nu nerovnost = +y < x — y + 2z. T4 je vSak zrejme ekvivalentna s nerovnostou
2y < 2z, ¢ize y < z, ktord podla zadania tlohy naozaj plati.

Iné riesenie. Podla vzorca pre druhti mocninu trojélena plati
(x—y+2)° =2+ 9> + 22 — 20y + 202 — 2y2.

Dosadme to do pravej strany dokazovanej nerovnosti a urobme niekolko dalsich ekvi-
valentnych uprav:

a2 —y? 4+ 22 > 2t P+ 22— 2ay + 222 — 22,
0> 2y% — 22y + 222 — 2yz,
0>2y(ly —x) +2z(x — y),
0>2(y—2x)(y—2).

Posledna nerovnost uz vyplyva z predpokladov tlohy, podla ktorych je ¢initel y — x
kladny, zatial ¢o ¢initel y — 2z je zaporny.

Za Uplné rieSenie udelte 6 bodov. Len za overovanie nerovnosti pre konkrétne trojice ¢isel z < y < z
ziadny bod nedavajte.

2. Janko ma tri karticky, na kaZdej je ind nenulovd cifra. Sucet vsetkych trojcifernych
¢isel, ktoré mozno z tychto karticiek zostavit, je ¢islo o 6 vicsie ako trojndsobok jedného
z nich. Aké cifry si na kartickdch? (Tomas Jurik)

RieSenie. Oznaéme abe to trojciferné &islo, o ktorého trojnasobku sa pise v texte tlohy.
Plati tak rovnica

3abc + 6 = abc + acb + bac + bea + cab + cba.



Kedze na pravej strane je kazda z cifier a, b, ¢ dvakrat na mieste jednotiek, desiatok aj
stoviek, moZeme rovnicu prepisat na tvar

300a + 30b 4 3¢ + 6 = 222a + 222b 4 222¢, <¢ize 78a + 6 = 192b + 219c.

Po vydeleni ¢islom 3 dostaneme rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c, z ktorej vidime, Ze c je
parna cifra. Plati preto ¢ 2 2, ¢o spolu so zrejmou nerovnostou b = 1 (pripominame, Ze
vSetky tri nezname cifry st podla zadania nenulové) vedie na odhad

64b + 73c = 64 + 146 = 210.

Musi preto platit 26a + 2 = 210, odkial a = (210 — 2) : 26 = 8, takZe cifra a je bud
8, alebo 9. Pre a = 8 vSak v nerovnosti z predo$lej vety nastane rovnost, takze nutne
b=1ac =2 (arovnica zo zadania ulohy je potom splnend). Pre a = 9 dostavame
rovnicu

64b + 73c = 26 - 9 + 2 = 236,

z ktorej vyplyva, Ze ¢ je jednak delitelné Styrmi, jednak je mensie ako 4, ¢o nemodze
nastat stcasne.
Odpoved. Cifry na kartickach su 8, 2 a 1.

Pozndmka. Riesit odvodent rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c pre nezname (nenulové
a navzajom rozne) cifry a, b, ¢ mozno viacerymi uplnymi a systematickymi postupmi,
uviedli sme len jeden z nich.

Za aplné riesenie dajte 6 bodov, z toho najviac 3 body za spravne zostavenu rovnicu, rozvoj dekadickych
zapisov Cisel a Upravu na linedrnu rovnicu s nezndmymi a, b, c. Dalsimi 3 bodmi potom ohodnotte
postup pri hladani rieSenia odvodenej rovnice, pritom len za uhddnutie hladanej trojice dajte 1 bod.

3. Nech E je stred strany CD rovnobeznika ABCD, v ktorom plati 2|AB| = 3|BC].
Dokazte, Ze ak sa dd do Stvoruholnika ABCE vpisat kruznica, dotyka sa tdto kruZnica
strany BC' v jej strede. (Jan Mazak)

RieSenie. KedZe stvoruholnik ABCE je podla zadania dotyc¢nicovy, pre dlzky jeho
stran plati zndma rovnost!

|AB| + |CE| = |BC| + |AE].

V nasej situdcii pri oznaceni a = |AB| plati |[BC| = |AD| = 2a a |CE| = |DE| =

1
2
(obr. 1), odkial po dosadeni do uvedenej rovnosti zistime, ze |AE| = 2a.
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Obr. 1

! Rovnost sa odvodi rozpisanim dizok stran na ich useky vymedzené bodmi dotyku vpisanej kruznice
a naslednym vyuzitim toho, ze kazdé dva z tychto usekov, ktoré vychadzaji z rovnakého vrcholu
Stvoruholnika, st zhodné.



Teraz si v§imneme, Ze pre dlzky stran trojuholnika ADE plati

|AD| : |DE|: |AE| = 2a:%a:2a=4:3:5,

takze podla (obratenej casti) Pytagorovej vety mé trojuholnik ADE pravy uhol pri
vrchole D, a teda rovnobeznik ABCD je obdlznik. Doty¢nica BC' kruznice vpisanej
stvoruholniku ABCFE je teda kolmé na dve jej (navzajom rovnobezné) doty¢nice AB
a CE. To uz zrejme znamené, ze bod dotyku dotycnice BC' je stredom tusecky BC
(vyplyva to zo zistenej kolmosti vyznadeného priemeru kruznice na jej vyznaceny
polomer).

Iné riesenie. Ukazeme, Ze pozadované tvrdenie mozno dokézat aj bez vSimnutia si,
7e rovnobeznik ABCD je v danej tlohe obdlznikom. Namiesto toho vyuzijeme, Ze
usecka C'E je stredna priecka trojuholnika ABF', pricom F je priesec¢nik polpriamok
BC a AE (obr.2), lebo CE || AB a |CE| = | AB|. Ozna¢me preto a = |AB| = 2|CE],

F

Obr. 2

b= |BC|=|CF|ae=|AE| = |EF| (rovnost 2a = 3b pouzijeme aZ neskor). Rovnako
ako v prvom rieSeni vyuZzijeme rovnost b+e = a+ %a (= %a), ktora plati pre dlzky stran
dotyc¢nicového Stvoruholnika ABC'E. Kruznica jemu vpisand sa dotyka stran BC, CE,
AF postupne v bodoch P, @), R tak, Ze platia rovnosti

|CP|=|CQ|, |EQ|=|ER| atiez |FP|=|FR)|.
Pre stc¢et zhodnych dlzok |FP| a |FR| teda plati
|FP|+|FR|=(b+|CP|)+ (e+ |ER|) = (b+e)+ (|CP| + |ER|) =
= 30+ (ICQ| + |EQ|) = 3a + }a =2,
¢o znamend, ze |F'P| = |FR| = a.
Teraz uz rieSenie tlohy lfahko dokonéime. Rovnost |BP| = 1b, ktortt mame v nagej
situécii dokézat, vyplyva z rovnosti
|BP| = |BF|— |FP|=2b—a,

ked do nej dosadime zadany vztah a = 2b.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za pouzitie kritéria dotycnicovosti stvoruholnika ABCE
na vyjadrenie dizky strany AE.



4. Na tabuli je napisanych prvych n celych kladnych cisel. Marina a Tamara sa striedaju
v tahoch pri nasledujiicej hre. Najskor Marina zotrie jedno z ¢isel na tabuli. Dalej vidy
hracka, ktord je na tahu, zotrie jedno z cisel, ktoré sa od predchddzajiceho zotretého
¢isla ani nelisi o 1, ani s nim nie je sudelitelné. Hrdcka, ktord je na tahu a nemoze uz
Ziadne c¢islo zotriet, prehrd. Pre n = 6 a pre n = 12 rozhodnite, ktord z hrdcok maze
hrat tak, Ze vyhrd nezdvisle na tahoch druhej hracky. (Pavel Calabek)

RieSenie. Uloha dvoch po sebe zotieranych éisel je v zadanej hre symetricka: ak je
po ¢isle  mozné zotriet ¢islo y, je (pri inom priebehu hry) po ¢isle y mozné zotriet
¢islo x. Preto si mozeme celd hru (so zadanym ¢islom n) ,sprehladnit“ tak, Ze najskor
vypiSeme vsetky takéto (nazyvajme ich pripustné) dvojice (z,y). Kedze na poradi ¢isel
v pripustnej dvojici nezélezi, staci vypisovat len tie dvojice (z,y), v ktorych z < y.
V pripade n = 6 vsetky pripustné dvojice s
(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,5), (3,5).

Z tohto zoznamu lahko odhalime, Ze vifaznu stratégiu mé (prva) hracka Marina. Ak
totiz zotrie na zaciatku hry ¢islo 4, musi Tamara zotriet ¢islo 1, a ked potom Marina
zotrie ¢islo 6, nemoéze uz Tamara ziadne dalSie ¢islo zotrief. Okrem tohto priebehu
4 — 1 — 6 si mdoze Marina zaistif vifazstvo aj inymi, pre Tamaru ,vynatenymi“
priebehmi, napriklad 6 -1 — 4 alebo4 -1 —-3 — 5 — 2.
poloZzime otézku, ¢i vSetky ¢isla od 1 do 12 mozno rozdelit na Sest pripustnych dvojic. Ak
totiz nadjdeme taka Sesticu, moZeme opisat vitazni stratégiu druhej hracky (Tamary):
ak zotrie Marina pri ktoromkolvek svojom tahu ¢islo 2, Tamara potom vzdy zotrie to
¢islo y, ktoré s ¢islom x tvori jednu zo Siestich najdenych dvojic. Tak nakoniec Tamara
zotrie aj posledné (dvanaste) ¢islo a vyhra (pripadne hra skonéi skér tak, ze Marina
nebude moct zotrief Ziadne ¢islo).

Hladané rozdelenie vSetkych 12 ¢isel do Siestich dvojic naozaj existuje, napriklad

(1,4), (2,9), (3,8), (5,12), (6,11), (7,10).

Iné vyhovujuce rozdelenie dostaneme, ked v predoslom dvojice (1,4) a (6,11) zamenime
dvojicami (1,6) a (4,11). Dalsie, menej podobné vyhovujtice rozdelenie je napriklad

(1,6), (2,5), (3,10), (4,9), (7,12), (8,11).

Odpoved. Pre n = 6 mé vitaznu stratégiu Marina, pre n = 12 Tamara.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za vyriesenie pripadu n = 6 a 4 body za vyrieSenie
pripadu n = 12.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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