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51. roénik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 21.-27. 4. 2002.)

1. Mnozinu troch nezépornych celych éisel {z,y, 2}, * < y < z, nazyvame historickou, ak {z —
—y,y —x} = {1776,2001}. Ukazte, Ze mnozinu nezapornych celych ¢isel mézeme napisat ako
zjednotenie po dvoch disjunktnych historickych mnozin.

2. Pre bod M vnutri trojuholnika ABC ozna¢me A’, B’ a C’ po rade péity kolmic spustenych
z bodu M na priamky BC, C'A a AB. Definujme
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N&jdite bod M, pre ktory je p(M) maximélne. Ozna¢me pu(ABC) toto maximum. Pre ktoré
trojuholniky ABC' je hodnota pu(ABC) najvicsia?

3. Nech p = 5 je prvocislo. Dokézte, ze existuje prirodzené ¢islo a, 1 < a < p — 2, také, Ze ¢isla
a?P~! —1a (a+1)P~! — 1 nie st delitelné ¢islom p.

4. Najdite vSetky postupnosti prirodzenych ¢isel aq, ... ,an, pre ktoré
9 a an—1
100 ay +a2 et ay

kde ap =1 a (a1 — 1)ak—1 = a2(ap — 1) pre k=1,2,... ,n— 1.

5. V danom trojuholniku ABC plati |{ BAC| > |£BCA|. Vo vnitri trojuholnika ABC' je dany
bod P tak, aby | PAC| = |{BCA|. Mimo trojuholnika ABC' lezi bod @ tak, aby PQ || AB
a BQ || AC. Nech R je bod na strane BC (R je od bodu @ oddeleny priamkou AP) taky, zZe
|{PRQ)| = |£BCA|. Dokézte, ze kruznice opisané trojuholnikom ABC a PQR sa navzajom
dotykaju.

6. Prirodzené &isla a, b, ¢ spliiaji rovnost

Najvicsieho spolo¢ného delitela ¢isel a, b, ¢ ozna¢me h. Dokazte, ze Cisla habe aj h(b — a) su
druhymi mocninami prirodzenych ¢isel.

7. Pre kazdé prirodzené ¢islo n dokézte nerovnost
n+1\" 1-2-...on 1\’
= (2n+1)"! .
( 2 ) 2 (@n+1) <1-3-...-(2n—1)>

8. Dve kruzZnice ki a ko zo stredmi po rade v bodoch P a @) sa pretinaju v bodoch S a T.
Spoloénu (vonkajsiu) doty¢nicu tychto kruznic, ktord je blizsie k bodu S, oznaéime p a jej
dotykové body s kruznicami k1, ko po rade M a L.

(a) Druhy priese¢nik dotyé¢nice ku kruznici ks v bode S s kruznicou k; oznac¢ime K. Priese¢nik




priamok SL a MK oznac¢ime U. Dokazte, ze priamky MU a MJS st dotyénicami kruznice
opisanej trojuholniku STU.

(b) Ozna¢me R priesecnik osi strdan MS a SL. Bod W je druhy prieseénik kruznice opisanej
trojuholniku PQR s priamkou RS. Dokazte, ze S je stredom tsecky RW.

9. Sachovnica n x n je pokryta neprekryvajicimi sa §tvorcami 2 x 2 a 3 x 3. Aké moze byt n?

10. Uhlopriecky AC' a BD konvexného stvoruholnika ABC'D sa pretinaju v bode E. Dokazte,
Ze pre obsahy ttvarov plati nerovnost

VSape + V/Scpe £ V/Sascp.

Kedy nastéva rovnost?

11. Kolko je slov dlzky n z pismen A, B, C, ktoré spliiaji obe nasledujice podmienky?
(i) Zac¢inaju a koncia sa na A;
(ii) kazdé dve susedné pismend st rozne.

12. Dané st body Ay, Ay, A3, A4 na sfére opisanej pravidelnému $tvorstenu s hranou dizky 1
také, ze |A;A;j| < 1 pre kazdé i # j. Dokazte, zZe tieto Styri body lezia na jednej hemisfére.

13. Na ostrove Zije n domorodcov. Kazdi dvaja z nich st bud priatelia alebo nepriatelia. Jedného
dria nécelnik rozkazal vSetkym obyvatelom (vratane seba), aby si vyrobili a nosili ndhrdelnik
z musliciek, pricom

e TubovoIni dvaja priatelia musia mat vo svojich ndhrdelnikoch aspori jednu musli¢ku rovnakého
druhu;

e Tubovolni dvaja nepriatelia musia mat vo svojich nahrdelnikoch vSetky muslicky rdzneho
druhu.

(Je pripustny aj ndhrdelnik bez musliciek.)

(a) Ukazte, ze domorodci mohli splnit nacelnikov rozkaz.

(b) Najdite najmensi pocet druhov musli¢iek potrebnych na to, aby domorodci mohli uréite
splnit nacdelnikov rozkaz.

14. Je dany trojuholnik ABC, v ktorom 3 < 45°. Na strane BC'lezi bod D tak, Ze stred kruznice
vpisanej trojuholniku ABD je totozny so stredom O kruznice opisanej trojuholniku ABC.
Nech [ je kruznica opisand trojuholniku AOC. Ozna¢me P priesenik doty¢nic ku kruznici [
v bodoch A a C, dalej ozna¢me @ priesecnik priamok AD a CO a napokon X nech je priesecnik
priamky PQ a dotycnice ku [ v bode O. Dokézte, ze | XO| = | X D|.

15. Nech A = {ay,aq,... ,a,} je mnoZina n navzajom roznych celych éisel, n = 3. Oznaéme m
a M, najmensi a najvicsi prvok mnoziny A. Predpokladajme, Ze existuje taky polyném p(x)
s celo¢iselnymi koeficientmi, ktory splia

(i)Vae A: m<p(a) < M,

(i) Va e A\ {m,M}: p(m) < p(a).

Dokézte, ze potom n < 5 a existuju celé ¢isla b a ¢ také, ze vSetky prvky mnoziny A su rieSenia
rovnice p(x) + 2% + bz + ¢ = 0.

16. Nech x1, 25, ... , 2, st lubovolné realne ¢isla. Dokézte nerovnost
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17. Nech A = {1,2,3,... ,n}, kde n je kladné celé ¢islo. Podmnozinu mnoziny A nazveme
suvislou, ak pozostdva z jedného prvku alebo z niekolkych za sebou iducich ¢isel. Najdite
najvicsie celé éislo k, pre ktoré A obsahuje k réznych podmnozin Ay, ... Ay takych, Ze prienik
TubovoInych dvoch mnozin A; a A; je stvislda mnozina.

18. Oznacéme ABC trojuholnik s taziskom G. Najdite, spolu s dokazom, polohu bodu P v rovine
trojuholnika ABC tak, Ze vyraz |AP|-|AG|+|BP|-|BG|+|CP|-|CG| ma minimalnu hodnotu.
Vyjadrite toto minimum pomocou diZok stran trojuholnika ABC.

19. Najdite vetky funkcie f : Z — Z spliiajtce rovnost
fm? + f(n)) = f*(m) +n
pre vSetky celé Cisla m a n.

20. Je dana rovnica
(p+2)2”—(p+ 1Dy +pr+(p+2y=1,

kde p je dané prvocislo tvaru 4k + 3. Dokazte, ze platia nasledujtce tvrdenia.
(a) Ak (x0,y0) je rieSenie rovnice, kde z¢ a yo s kladné celé ¢isla, tak p deli z.
(b) Dan4 rovnica mé nekonecne vela rieSeni tvaru (zg, yo), kde xg, yo st kladné celé éisla.



