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50. roénik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového stustredenia

(Stustredenie sa konalo 16.—-22. 4. 2001.)

1. Dané su dve kruznice ki a ko, ktoré sa pretinaju v dvoch réznych bodoch A a B. Priamka p
prechadzajica bodom A pretina kruznice £y a ko postupne v bodoch C a D. Ozna¢me P a @)
projekcie bodu B zostrojené postupne na doty¢nicu ku kruznici k; v bode C' a na dotyc¢nicu
ku kruznici ks v bode D. Dokazte, ze priamka P(Q) je doty¢nicou kruznice k3 zostrojenej nad
priemerom AB.

2. Dané je prirodzené ¢islo n, n = 2 a realne ¢isla z;, 0 S x; £ 1, kde 1 = 1,2,... ,n. Dokazte,
ze plati

n
(x1 + a2+ ... +x,) — (T122 + Tox3 + ... + 221) S {QJ

a zistite, kedy nastdva rovnost!

3. V bode (1, 1) stiradnicovej stistavy je umiestneny balik piesku. Dalej sa pohybuje vzdy podla
jedného z nasledujicich pravidiel:

e z bodu (a,b) moze prejst do bodu (2a,b) alebo do bodu (a, 2b);

e 7 bodu (a,b) modze prejst do bodu (a — b,b), ak a > b alebo do bodu (a,b — a), ak a < b.
Do ktorych bodov stiradnicovej stustavy sa moze balik dostat?

4. Zistite, ¢i medzi prvymi 100000001 ¢lenmi Fibonacciho postupnosti existuje ¢islo konciace
$tyrmi nulami!

5. Je danych 2n + 1 kladnych éisel takych, Ze rozdiel medzi staétom Tubovolnych n + 1 danych
¢isel a suctom zvysSnych n Cisel je kladny. Dokéazte, ze pre sicin B vsetkych (2”+1) takychto

n+1
rozdielov a suéin A vSetkych 2n + 1 danych ¢isel plati

Brtl < A(zf) )

6. Ak
a N b n c 0
b—¢c c¢c—a a—0b
potom
a b c _ 0
(b—c)? (c—a)?* (a—02
Dokéazte!

7. Uvazujme n rovnakych minci, ktoré lezia na stole a vytvaraju uzavretu retaz (kazdé dve
susedné sa dotykaji). Kolko ota¢ok vykond minca rovnakych rozmerov, ak s 1iou obideme (bez
kizania) celi retaz, pricom predpokladdme, Ze pohybujtica sa minca sa neustale dotyka niektorej
z danych minci a pri svojom pohybe sa dotkne kazdej z danych minci? Ako sa odpoved zmeni,
ak bude mat tato minca k-krat vicsi polomer ako mince v refazi?

8. Dokazte, Zze na povrchu devitnaststena, ktory je opisany guli s polomerom 10, existuju dva
body, ktorych vzdialenost je vicsia ako 21.



9. Tri kruznice rovnakého polomeru rovného ¢ prechadzaji jednym bodom 7', vSetky st vnutri
trojuholnika ABC' a kazdé z nich sa dotyka dvoch jeho stran. Oznac¢me r polomer vpisanej a R
polomer opisanej kruznice trojuholniku ABC. Dokazte, Ze:

(1) t = 71

(ii) T lezi na priamke prechddzajtcej cez stred vpisanej a stred opisanej kruznice trojuholnika

ABC.

10. Nech funkcia f je definované nasledovne:

e Ak n = p¥ > 1 je mocnina prvoéisla p, potom f(n) =n + 1.

e Akn =pM ... pkr (r > 1) je stiéin mocnin navzajom roznych prvoéisel, potom f(n) = p** +
I pffr.
Pre kazdé m > 1 skonStruujme postupnost ag,ai,as,... takd, ze ag = m a a;11 = f(a;)
pre j = 0. Ozna¢me g(m) najmensie ¢islo v tejto postupnosti. Uréte hodnoty g(m) pre kazdé
m > 1.

11. Uvazujme realne ¢sla spliiajiice podmienku a > b > ¢ > 0. Dokazte, ze

-0 2 g2_c2
+ +

= 3a —4b + c.
c a b

12. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n = 6 existuje mnozina M obsahujica n bodov
v rovine takych, ze pre kazdy bod P z mnoziny M existuja aspon 3 body v M vo vzdialenosti 1
od P!

13. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené cislo n plati

2n+1)" =2 (2n)" + (2n —1)".

14. Vsetky steny konvexného mnohostena s trojuholniky. Dokézte, Ze mozeme nafarbit kazda
hranu tohto mnohostena cervenou alebo modrou farbou tak, aby sa z kazdého vrcholu dalo
dostat do kazdého iného vrcholu iba po modrych a zaroven iba po ¢ervenych hranéch!

15. Mnozina Ty pozostava zo vetkych éisel tvaru (2F)!, kde k = 0, 1,2, . ... Pre kazdé prirodzené
¢islo p = 1,2,...,2001 ozna¢me T, mnozinu ¢isel, ktoré dostaneme ako stacty niekolkych (aj
jedného) roznych ¢isel z T),_;. Dokazte, ze existuje prirodzené ¢islo, ktoré nepatri do T5go1.

16. Dokazte, ze ak v konvexnom pifuholniku ABCDE plati |{ABC| = |{ADE| a |[{AEC| =
= |{ADB|, tak |[{BAC| = |{DAE|.

17. Nech u : R — R je funkcia. Dokazte, Ze nasledujice dve podmienky st ekvivalentné:
(A) Bud u(z) = 1 pre kazdé x € R, alebo je funkcia u striktne monoténna a pre vsetky z,y € R
plati

u(@ +y) = u(z)u(y).

(B) Existuje striktne monoténna funkcia f : R — R taka, ze pre vSetky =,y € R plati

f(x+y) = f(x)u(y) + f(y).

18. Dany je trojuholnik ABC' a jeho vnutorny bod M. Dokazte, Ze plati nerovnost

min {|MA|,|MB|,|MC|} + |MA| + |MB| + |MC| < |AB| + | BC| + |AC|.



19. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, n = 2 existuje n-prvkova mnozina S celych ¢isel
taka, Ze pre vetky a,b € S, a # b je ¢islo ab delitelné ¢islom (a — b)2.

20. Nech m, n st prirodzené éisla také, ze m = n = 2. Dokdzte, Ze pocet vSetkych polynémov
stupiia 2n — 1 s navzdjom roznymi koeficientmi z mnoziny {1,2,...,2m}, ktoré st delitelné
polynémom 2"t + ...+ + 1, je



