MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie B
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N3ajdite vSetky dvojciferné ¢isla, ktorych najmensim prvociselnym delitelom je ¢islo 7.

Dokazte, Ze kazdé zloZené dvojciferné ¢islo ma prvociselného delitela mensieho ako 10.

N3ajdite vsetky 3-ciferné ¢isla, ktoré pozostavaju len z ¢islic 1, 2, 3, 4 (nemusia byt pouzité vSetky) a kazdé
dvojciferné ¢islo urcené jeho susednymi ¢islicami je delitelné ¢islom

a) 11;

b) 7.

Janko napisal na tabulu niekol'’ko réznych prvocisel (aspon tri). Ked' s¢ital lubovolné dve z nich a tento sticet
zmensil o 7, bolo vysledné ¢islo medzi napisanymi. Ktoré ¢isla mohli na tabuli byt?

Na tabuli je napisané Stvorciferné cislo delitelné 8, ktorého posledna cifra je 8. Keby sme poslednu cifru
nahradili cifrou 7, ziskali by sme Cislo delitelné 9. Keby sme vSak poslednu cifru nahradili cifrou 9, ziskali by
sme cislo delitelné 7. Urcte Cislo, ktoré je napisané na tabuli.

Na tabuli je napisanych niekol'’ko réznych dvojcifernych prirodzenych cisel. Cifru ¢ nazveme dobrou, ak sticet
tych cisel z tabule, ktoré obsahuju cifru c, je 71.

a) Ktoré z cifier 0 aZ 9 mdZu byt dobré?

b) Najviac kol'ko cifier m6Ze byt dobrych sicasne?

N1
N2
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N5

Ako v danom trojuholniku najdeme stred opisanej kruznice?

Majme pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC s preponou AB dizky 1. Uréte velkosti jeho vntitornych

uhlov a dizky ramien.

V stvoruholniku ABCD oznacime S, T, U, V postupne stredy stran AB, BC, CD, DA. Dokéazte, Ze tsecka SU

rozpoluje usecku VT.

Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |[*ACB| = 90° a |*BAC| = 30°. Stranam AB a AC st zvonka pripisané

rovnostranné trojuholniky ABP a ACN. Oznacme S stred usecky AB.

a) Dokazte, Ze priamky NS a AP st rovnobezZné.

b) Dokazte, Ze trojuholniky ABC a NSA s zhodné.

c) NechT, U supostupne taziska trojuholnikov ABP, ACN. Dokazte, Ze trojuholniky TAU a PAC st podobné,
a urcte koeficient ich podobnosti.

Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |*BAC| < 60°. Obraz bodu B v osovej simernosti podla priamky AC oznac-
me D, obraz C podla AB ozna¢me E a obraz B podla AD ozna¢me F.Dokazte, Zze |CF| = |DE].

Nasledujtice dopliiujice tlohy st zamerané na vyjadrovanie diZok v trojuholniku pomocou jeho stran, resp.
uhlov. Takéto vyjadrovanie ndm vie prist vhod pri ¢iasto¢nom alebo tiplnom rieSeni niektorych geometrickych
uloh.

D1
D2

D3

Dokazte, Ze polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC s ostrym uhlom CAB je |BC| /(2 sin |<CAB]).
Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |€CAB| = 45°. Pomocou diZok stran CA a AB vyjadrite

a) dizku vy$ky na stranu AB;

b) dizku strany BC.

VyrieSte predosld dlohu pre trojuholnik ABC taky, Ze |€CAB| = 135°.

Postupy z oboch tloh moZno zovSeobecnit pre l'ubovolny uhol «, ¢o vyusti do vztahu

IBC|> = |CA|* +|AB|*> — 2 - |CA| - |AB| - cos |<CAB|,

ktory je znamy ako kosinusovd veta.
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D5
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Nech ABC je trojuholnik taky, Ze uhol CAB je tupy. Patu vy$ky z vrcholu € ozna¢ime P. Pomocou diZok stran
ABC vyjadrite |PA|. Ako sa zmeni vysledok, ak by bol uhol CAB ostry?

Nech ABC je trojuholnik a M je stred jeho strany AB. DokazZte, Ze plati

2 2 2
cup = 1BEC +1cal® 1B
2 4

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC. Vnutri stran AB a AC leZzia postupne body D a E
tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznaéme F taky bod, Ze ABFC je rovnobeznik. Dokazte, Zze |FD| = |FE]|.
Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhsou stranou BC. Vnutri jeho stran AB a AC lezia postupne body
D aE tak,7e |CD| = |CA| a|BE| = |BA|. Uvazujme dalej body F a G tak, Ze ABCF a ACBG st rovnobezniky.
Dokazte, Ze |[FD| = |GE|.

Nech S je stred prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC, ktory nie je rovnoramenny. Oznacme D patu
vysky z vrcholu C a R priese¢nik osi vnitorného uhla pri vrchole C s preponou AB. Urcte velkosti vnutornych
uhlov tohto trojuholnika, ak plati |SR| = 2 |DR]|.
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N3
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Najdite vSetky kladné prirodzené cisla n, pre ktoré mozno Stvorec rozmerov n X n rozrezat na dieliky tvaru
obdlZnika rozmerov 1 X 2.

Uvazujme nasledovné tri utvary zlozené z jednotkovych Stvorcov, z ktorych vystrihneme Stvorce oznacené
krizikom. MozZno zvysKky utvarov rozrezat na dieliky tvaru obdlznika rozmerov 1 x 2?

Dokézte, Ze pre kazdé kladné celé &islo n je sti¢et prvych n neparnych &isel rovny n?.

L-triomino sa sklada z troch jednotkovych stvorcov usporiadanych do tvaru pismena L. Pre ktoré hodnoty n
zmnoziny {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10} mozno Stvorec n X n rozrezat na dieliky tvaru L-triomina?

Odporicame zoznamit sa s matematickou indukciou. MoZete sa s iou oboznamit v knihe Antonina Vrbu Princip
matematické indukce z edicie Skola mladych matematikii (https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403889).
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Pre ktoré kladné celé ¢isla mozno Stvorec n X n rozrezat na dieliky tvaru L-triomina?

Lubovolny jednotkovy $tvorcek stvorcekovej siete 2™ x 2" zafarbime nacierno. Dokazte, Ze pre kazdé klad-
né celé Cislo n mozno tuto Stvorcekovu siet pokryt dielikmi tvaru L-triomina tak, aby jedine tento Cierny
Stvorcek ostal nepokryty.

Najdite vetky prirodzené ¢isla n také, Ze n > 4 a $tvorec so stranou dizky n je mozné rozrezat' na dieliky
tvaru obdlznika rozmerov 1 X 4.

Do Stvorcekovej siete n X n chceme bez prekryvania umiestnit niekol’ko pravouhlych rovnoramennych troj-
uholnikov s preponou dizky 2, ktorych vrcholy sa nachadzaji vo vrcholoch $tvoréekovej siete a kaZzda strana
Stvorceka sa musi nachadzat v prave jednom trojuholniku (vnutri alebo na obvode). N3jdite vSetky n, pre
ktoré je to mozné.
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Zistite, kol'’ko desatinnych miest maju v najkratSom moZnom zapise za desatinnou ¢iarkou ¢isla 1/8, 1/32,
1/256.

Zistite, pre ktoré kladné celé ¢isla n ma ¢islo

a) n/3;

b) n/30;

c) n/18

konecny desatinny zapis.

Dokazte, Ze kladné racionalne ¢islo ¢ ma vo svojom najkratSom desatinnom zapise prave d Cislic za desatin-
nou ¢&iarkou prave vtedy, ked g = ¢/10¢ pre nejaké kladné celé ¢&islo ¢ nedelitelné 10.
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Najdite vsetky dvojice nestudelitelnych kladnych celych cisel (x, y) také, Ze plati

a) xy = 441;

b) xy = 13* - 14", kde n je dané kladné celé ¢&islo.

Néjdite vetky dvojice kladnych celych &isel (a, b) také, Ze 4% = b? + 7.

Najdite vSetky kladné celé ¢isla n také, Ze ¢islo (2™ + 1)(3™ + 2) je delitelné ¢islom 5™.

Rozhodnite, ¢i existuje 2024 navzajom roznych kladnych celych cisel také, ze vSetky podiely dvoch r6znych
Cisel su Cisla s kone¢nymi desatinnymi rozvojmi za desatinnou ¢iarkou navzajom réznych nenulovych dlzok.

. v . . , s wvr ;v n . . , v
Rozhodnite, ¢i existuju kladné celé ¢islan a k také, Ze o, e druhou mocninou celého c¢isla.

Dokazte, Ze existuje nekonecne vela celych Cisel, ktoré sa nedaju vyjadrit v tvare 2¢ + 3P —5¢ kdeaq, b, c st
nezaporné celé Cisla.

Zaujemcom o ziskanie celistvejSich poznatkov z oblasti delitelnosti celych ¢isel odporticame knihu Frantiska
Veselého O délitelnosti ¢isel celych (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403560) z edicie Skola mladych
matematikii (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403423) a taktiez knihu Aloisa Apfelbecka Kongruen-
ce, (https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403650), ktora obsahuje Siroku potrebn teériu na pracu so zvyskami
po deleni.

5 Pred rieSenim tejto ulohy vam odporucame zoznamit sa s vetou o obvodovom a stredovom uhle a s vlastnostami
tetivovych Stvoruholnikov. K objaveniu tohto vztahu navadza prva navodna tiloha. Odporic¢ame knihu Stanisla-
va Horaka Kruznice (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589) z edicie Skola mladych matematikii
(https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403423).
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Na kruzZnici k so stredom O sd dané body B a C také, ze |[€BOC| = 120°. Zvolme bod A na dlh§om obliku
s krajnymi bodmi B a C anech § = |<AO0B|.

a) Zistite vel'kost uhla BAC, ked’ § = 140°.

b) Zistite, ako mame volit uhol §, aby mal uhol BAC ¢o najvacsiu vel'kost.

c) Ako sa zmeni vysledok ulohy b), ak bod A m6Zeme zvolit l'ubovolne na kruznici k (s vynimkou bodov B
acy)?

Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked' stiéet jeho protilahlych uhlov je 180°.

Dokazte, Ze obliikom rovnakej dizky tej istej kruznice prisliichaji obvodové uhly rovnakej vel'kosti.

Oznacme S stred toho oblika s krajnymi bodmi B a C kruZnice opisanej trojuholniku ABC, ktory neobsahuje

bod A. Dokazte, Ze AS je osou uhla BAC.

Dve zhodné kruznice k a l sa pretinaji v bodoch A a B. Na kruZznici k zvolime bod C a na kruznici [ bod D tak,
aby bod 4 bol vnitornym bodom usecky CD. Dokazte, Zze |BC| = |BD]|.

Nech trojuholnik ABC ma pravym uhol pri vrchole B. Oznacme [ stred kruznice do neho vpisanej a M stred
prepony AC. Predpokladajme, Ze body B, I, M, C leZia na jednej kruznici. Urcte vel'’kost uhla BAC.

Dokazte, Ze stredy kruznic zvonka pripisanych k jednotlivym strandm l'ubovolného konvexného Stvoruhol-
nika leZia na jednej kruZnici.

Nech D je l'ubovolny vnutorny bod strany AB trojuholnika ABC. Na polpriamkach BC a AC zvol'me postupne
body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokazte, Ze body C, E, F a stred I kruZnice vpisanej
do trojuholnika ABC lezia na jednej kruznici.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnika D, E, F ABC péty jeho vySok postupne na strany AB, BC, CA. Obraz bodu
F v stredovej simernosti podla stredu strany AB leZi na priamke DE. Urcte velkost uhla BAC.

Nech ABC je pravouhly trojuholnik. Na jeho prepone BC leziabody D a E také, ze |CD| = |CA| a|BE| = |BA|.
Nech F je taky vnutorny bod trojuholnika ABC, Ze DEF je pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou
DE. Aké je vel'kost uhla BFC?

Nech ABCD je kosostvorec s kratSou uhloprieckou BD a E vnutorny bod jeho strany C D, ktory leZi na kruzni-
ci opisanej trojuholniku ABD. Urcte vel'’kost jeho uhla pri vrchole DAB, ak maju kruznice opisané trojuhol-
nikom ACD a BCE prave jeden spolo¢ny bod.

6 Navodné ulohy N1 az N3 sd zamerané na Upravy vyrazov na stvorce, ¢im myslime druhé mocniny mnohoclenov
(vnaSom pripade dvojc¢lenov). Takéto tpravy su ¢asto kli¢ovymi pri dokazovani nerovnosti ¢i hladani extrémov
vyrazov, ¢o si mbZete vyskusat v ulohach N4 a N9. Uloha N7 upozoriiuje na nespravne rieenie tilohy N5, ktora
je podobna aj samotnej stitaznej tilohe. Uloha N8 naznacuje, ako mozno tito nespravnu ivahu opravit.

N1

Dokazte, Ze pre l'ubovolné realne &isla a a b plati a® + b? > 2ab, pricom rovnost’ nastava prave vtedy, ked
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a=h.

Dokazte, Ze pre lubovolné redlne ¢isla a, b, ¢ plati a? +b%>+c%? = ab+ bc +ca, pricom rovnost nastava
prave v pripadea = b = c.

Dokazte, Ze pre l'ubovolné redlne ¢isla a, b, ¢ plati

a) 5a? + 6b% + 7c? = 4ab + 6ac + 8bc;

b) 3a? + 3b? + 8¢? > 4(ab + ac + bc);

c) 5a? +5b% + 2¢? > 2ab + 4ac + 4bc.

Urcte vSetky trojice Cisel (a, b, ¢), pre ktoré nastava v jednotlivych pripadoch rovnost.

Kladné redlne ¢isla x a y st také, Ze xy > 2. Akd najmensiu hodnotu méze nadobudnut vyraz 4x? + 9y??
Nezaporné realne Cisla x, y, zsa také, Ze x + y = 6,z + x = 8, y + z = 10. Akl najmensiu hodnotu méze
nadobudnut vyraz x? + y? + z2?

Nezaporné redlne Cisla x, y, zsa také, ze x + y > 4,z + x = 8,y + z = 10. Ak najmensiu hodnotu moze
nadobudnut vyraz x? + y? + z2?

Rozhodnite, ¢i je nasledovné rieSenie tlohy N5 tiplné a korektné: KedZe chceme dostat ¢o najmensiu hodno-
tu vyrazu x? +y2 + z2, tak chceme, aby aj vyrazy x + vy, z+x, y + z nadobudali ¢o najmensie hodnoty, teda aby
v nerovnostiach zo zadania bola rovnost. Dostavame tak sustavu troch rovnicx+y = 6,z4+x = 8,y+2z = 10,

z ¢oho (x,,2) = (2,4, 6). Najmensia hodnota je teda dosiahnuta pri tomto rieseni a je to 22 + 42 + 62 ¢ize
56.

Dokazte, Ze pri rieSeni tlohy N5 sa sta¢i obmedzit' na trojice (x,y, z) také, Ze platia asponl dve z rovnosti
x+y=62z+x=8,y+z=10.

Né&jdite najmensiu moZnt hodnotu vyrazu 9x2 + 36/x2, ak

a) x € (0,00);
b) x € (0,1];
C) x € [2,);
Dokazte, Ze pre lubovolné dve nezaporné realne ¢isla x a y plati nerovnost
x+y
>
2 =V

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked x = y.

(Tejto nerovnosti sa hovori nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom a plati aj pre viac
ako dve Cisla, teda nerovnost’ (x; + x, + -+ + x,,)/n = /nx,x, ... x, plati pre l'ubovolnych n nezapornych
redlnych Cisel x4, x5, ..., x,.)

Dokazte, Ze pre l'ubovolné kladné redlne ¢isla k a m je funkcia f, kde f(x) = kx — m/x na intervale (0, o0)
rastuca.

Nech k a m st kladné reédlne ¢isla a f je funkcia takd, Ze f(x) = kx? + m/x? pre kazdé kladné redlne ¢islo

x.Nech M = %/m/k. Dokazte, Ze funkcia f nadobtida v M minimum, na intervale (0, M] je klesajuca a na
intervale [M, o) je rastuca.

Nech k a m su kladné redlne ¢&isla a f je funkcia takd, Ze f(x) = kx? + m/x pre kazdé kladné redlne ¢&islo
x. Nech M = /m/k. Dokazte, Ze funkcia f nadobida v M minimum, na intervale (0, M] je klesajtica a na

intervale [M, o) je rastuca.
2
1+2x2’

Ur¢te najmensiu hodnotu vyrazu x2+
da?
Nech a a b st nezaporné realne ¢isla také, Ze a + b = 2. Urcte najmensiu a najvacsiu moznd hodnotu vyrazu
a?+b?
ab+1 "’
Nech a a b su nezdporné realne ¢isla také, Ze a? + b? = 1. Uréte najmensiu aj najvacsiu moznd hodnotu
a*+b*+ab+1

a+b '
Nech a a b st reélne &isla také, ze a — b > 2. Uréte najmensiu moZnt hodnotu vyrazu a* + b*.

kde x je lubovolné redlne ¢islo. Pre ktoré x tto hodnotu nadobu-

vyrazu

N4jdite maximalnu hodnotu vyrazu a? + b? + c?, kde a, b, ¢ st redlne ¢isla také, Ze vSetky tri ¢isla a + b,
b+ ¢, c + asuzintervalu [0, 1].

D10 Sucet 74 (nie nutne roznych) redlnych ¢isel z uzavretého intervalu [4, 10] je 356. Urcte najvacsiu moznu

hodnotu sdctu ich druhych mocnin.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie B

1

N1 Najdite vSetky dvojciferné cisla, ktorych najmensim prvociselnym delitelom je cislo 7.
RieSenie:
Satodisla7-7,7-11,7-13,t.j.49,77,91. Musi ist 0 ndsobky 7, t. . ¢isla tvaru 7 - k, pricom k neméze mat’
mensSieho prvociselného delitela ako 7. To vylucuje hodnoty k z {2, 3,4,5,6,8,9,10,12,14}. Ak k > 15, tak
Cislo 7 - k ma uz viac ako dve cifry.

N2 Dokazte, Ze kazdé zloZené dvojciferné ¢islo ma prvociselného delitela mensieho ako 10.
Riesenie:
Sporom. Co ak by existovalo dvojciferné zlozené ¢&islo, ktorého kazdy prvoéiselny delitel je aspori 10? Ked%e
ide o zloZené ¢islo, musi mat’ v prvociselnom rozklade aspoi dve prvocisla, no tie musia byt aspon 10, cize
uvazované ¢islo by bolo aspon 100, a teda nie dvojciferné.

D1 Najdite vSetky 3-ciferné Cisla, ktoré pozostavaju len z Cislic 1, 2, 3, 4 (nemusia byt pouzité vsetky) a kazdé
dvojciferné ¢islo urcené jeho susednymi Cislicami je delitelné ¢islom
a) 11;

b) 7.

RieSenie:

a) Cisla 111, 222, 333, 444, ked%e dvojciferné ¢isla delitelné 11 s prave tie s rovnakymi ciframi.

b) 142,214, 421. Mozné dvojciferné cisla delitelné 7 st 14, 21 a 42, pricom z nich musime musime vybrat
dve tak, aby posledna cifra prvého ¢isla bola totozna s prvou cifrou druhého c¢isla.

D2 Janko napisal na tabul'u niekol'’ko roznych prvocisel (aspol tri). Ked’ s¢ital lubovolné dve z nich a tento sucet
zmensil o 7, bolo vysledné ¢islo medzi napisanymi. Ktoré ¢isla mohli na tabuli byt?

RieSenie:
63-B-11-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1078).

D3 Na tabuli je napisané Stvorciferné cislo delitelné 8, ktorého posledna cifra je 8. Keby sme poslednt cifru
nahradili cifrou 7, ziskali by sme ¢islo delitelné 9. Keby sme vSak poslednu cifru nahradili cifrou 9, ziskali by
sme ¢islo delitelné 7. Urcte Cislo, ktoré je napisané na tabuli.

RieSenie:
58-B-I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=29).

D4 Na tabuli je napisanych niekol'ko réznych dvojcifernych prirodzenych ¢isel. Cifru c nazveme dobrou, ak sucet
tych cisel z tabule, ktoré obsahuju cifru c, je 71.
a) Ktoré z cifier 0 az 9 mozu byt dobré?
b) Najviac kol'ko cifier m6Ze byt dobrych sticasne?
RieSenie:
71-C-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4055#page=3).

2

N1 Ako v danom trojuholniku nijdeme stred opisanej kruznice?
RieSenie:
Stred kruznice opisanej trojuholniku sa nachadza na priesec¢niku osi jeho stran.

N2 Majme pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC s preponou AB dizky 1. Uréte velkosti jeho vniitornych

uhlov a dfZky ramien.
Riesenie:

90°,45°, 45° a ramena dizky v2/2. Rovnoramenny trojuholnik ma uhly pri zakladni rovnako vel'ké. Nemédzu



N3

N4

N5

byt oba pravé. Preto ide o uhly BAC a ABC, ktorych sucet je 180° — 90° ¢ize 90°, teda kazdy z nich ma 45°.
DIZku ramena oznaéme r. Z Pytagorovej vety potom plati 2 + r2 = 12, ¢ize r = 1/3/2 = V2/2.

V stvoruholniku ABCD oznacime S, T, U, V postupne stredy stran AB, BC, CD, DA. Dokéazte, Ze tsecka SU
rozpoluje usecku VT.

Riesenie:

Usecka ST je strednou prie¢kou trojuholnika ACB a tise¢ka VU je strednou prie¢kou trojuholnika ACD. Preto

st usecky ST a VU rovnobezné s uhloprieckou AC, a teda aj rovnobeZné navzajom. Analogicky st rovnobezné
aj usecky VS aTU. Preto je STUV rovnobeznik a jeho uhlopriecky, teda tisecky SU a VT, sa rozpolujt.

Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |[*ACB| = 90° a |*BAC| = 30°. Stranam AB a AC su zvonka pripisané
rovnostranné trojuholniky ABP a ACN. Oznacme S stred usecky AB.

a) Dokazte, Ze priamky NS a AP sd rovnobeZné.

b) Dokazte, Ze trojuholniky ABC a NSA st zhodné.

¢) NechT, U sapostupne taziska trojuholnikov ABP, ACN. Dokazte, Ze trojuholniky TAU a PAC st podobné,
a urcte koeficient ich podobnosti.

Riesenie:

a) Nech M je stred strany AC. Priamka SM je strednou prieckou trojuholnika ABC, preto je rovnobezna
so stranou CB, teda kolmd na stranu AC. Preto je priamka SM aj osou strany AC, na ktorej lezi aj bod N

vdaka rovnoramennosti trojuholnika ACN. Teda priamka NS je kolma na stranu AC. Na stranu AC je v§ak
kolma aj priamka AP, kedZe |«CAP| = |«CAB| + [*BAP| = 90°.

b) TaktieZ plati |*SAN| = |XBAC| + |«CAN| = 90°. KedZe priamka SN je osou strany AC rovnhoramenného
trojuholnika ACN, je aj osou protilahlého uhla, teda |[SNA| = 30°. Trojuholniky ABC a NSA sa tak
zhoduju vo vnuatornych uhloch a v stranach AN a AC, preto su podla vety usu zhodné.

c¢) TaZnica v rovnostrannom trojuholniku je zaroveti aj osou uhla, preto |<TAU| = 30° +30° +30° = 90° =
|«PAC|. Taznica rovnostranného trojuholnika so stranou dizky x ma dizku xv/3/2 (z Pytagorovej vety),
teda vzdialenost jeho vrcholu od taZiska je 2/3 - xv/3/2 ¢ize xv/3/3. Preto |AT| / |AP| = |AU| /|AC| =
v/3/3. Podobnost’ trojuholnikov TAU a PAC tak vyplyva z vety sus a hladany koeficient podobnosti je

V3/3.
Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |*BAC| < 60°. Obraz bodu B v osovej simernosti podla priamky AC oznac-
me D, obraz C podla AB ozna¢me E a obraz B podla AD ozna¢me F. Dokazte, Zze |CF| = |DE].
RieSenie:
70-B-S-2 https://skmo.sk/dokument.php?id=3476#page=2).

Nasledujiice dopliiujiice tilohy si zamerané na vyjadrovanie diZok v trojuholniku pomocou jeho stran, resp.
uhlov. Takéto vyjadrovanie ndm vie prist vhod pri ¢iasto¢nom alebo tiplnom riesSeni niektorych geometrickych
uloh.

D1

D2

Dokazte, Ze polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC s ostrym uhlom CAB je |BC| /(2 sin |*CAB]).
RieSenie:

Oznacme O stred opisanej kruznice, R jej polomer a S stred strany BC. Z vety o obvodovom a stredovom
|«BOC| = 2|«CAB|.KedZe |0B| = |0C| = R, plati |*B0OS| = |«CAB|. Z pravouhlého trojuholnika BOS tak
mame sin |*CAB| = |BS| /R, teda R = |BC| /(2 sin |<BAC|).

Poznamka:

Ak |%CAB| = 90°, tak dostaneme tiezZ R = |BC| /(2 sin(180° — |*CAB|) = |BC| /(2 sin |«CAB]).

Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |%CAB| = 45°. Pomocou diZ%ok stran CA a AB vyjadrite

a) dizku vy$ky na stranu AB;

b) dizku strany BC.

Riesenie:

Nech P je pata vysky na stranu AB.

a) Trojuholnik APC je rovnoramenny pravouhly s preponou AC, preto |CP| = |CA| /N2 =2/2 - |CA.
b) Podla Pytagorovej vetou z pravouhlého trojuholnika BCP, kde |PB| = ||AB| — |AC| /\/§|,

2 2

[CA| [CA| 2 2

|BC|2=<|AB|—— +( == =|CA|I° +|AB|° = |CA| - |AB| - V2,
N/ V2



D3

teda

IBC| = J|CA|2 +|AB|* — |CA| - |AB| - V2.
VyrieSte predosld dlohu pre trojuholnik ABC taky, ze |[€CAB| = 135°.
RieSenie:
Rovnako dostaneme |CP| = |CA| /v/2.]ediny rozdiel je v tom, Ze teraz |PB| = |AB|+|CA| /\/2.Z Pytagorovej

vety pre trojuholnik BCP dostaneme |BC| = JICAlZ + IABI2 +|CA| - |AB| - V2.

Postupy z oboch tloh mozZno zovSeobecnit pre l'ubovolny uhol «, ¢o vyusti do vztahu

IBC|? = |CAI* + |AB|* — 2 - |CA| - |AB| - cos |<CAB|,

ktory je zndmy ako kosinusovd veta.

D4

D5

D6

D7

D8

Nech ABC je trojuholnik taky, Ze uhol CAB je tupy. Pitu vy$ky z vrcholu € ozna¢ime P. Pomocou diZok stran
ABC vyjadrite |PA|. Ako sa zmeni vysledok, ak by bol uhol CAB ostry?

RieSenie:

Z Pytagorovych viet pre pravouhlé trojuholniky ACP a BCP vyjadrime vysku dvomi spésobmi: |AB|2 -
|PA|* = |cP|* = |BC|* — (|AB| + |PA])?, z toho |PA| = (IBC|* — |CA|” — |AB|*)/(2 |AB)).

Ak je uhol CAB ostry, tak postupujeme analogicky s tym rozdielom, Ze |[PB| = |BC| — |PA|, a dostaneme
PA| = (ICAI* + |AB|* - |BCI*)/(214B]).

Nech ABC je trojuholnik a M je stred jeho strany AB. DokazZte, Ze plati

2 2 2
P 1 a2
2 4

RieSenie 1:
Dokaz uvedieme pre trojuholnik s ostrymi uhlami CAB a ABC. Dékazy zvy$nych pripadov, ktoré sa lisia len
mierne, prenechidvame na ¢itatela. Ozna¢me P patu vy$ky z bodu C. Nech x = |PA| ay = |PB|, potom plati

x+y = |AB|.Potom |PM| = |x — y| /2 az pravouhlého trojuholnika CM P mame |CM|2 = |PC|2+(x—y)2/4.
Dokazovant rovnost tak vieme ekvivalentne upravit na 4 |PC|* + (x — y)? = 2 |BC|* + 2 |CA|* = (x + y)?
anasledne na 4 |PC|2 = 2(|BC|2 -y + 2(|CA|2 — x2), ktorej dokaz dokon¢ime s vyuZitim vztahov |BC|2 —
y2 = |CA|* = x2 = |CM|? ktoré vyplyvaju z Pytagorovych viet pre trojuholniky ACP a CPB.

RieSenie 2:

Podla kosinusovych viet v trojuholnikoch AMC a BMC dostavame

IBC|* = |BM|* + |CM|* = 2 - |BM| - |CM]| - cos |<BMC]|,

ICA)? = |AM| + |CM|* = 2 - |AM| - |CM| - cos |<AMC].

Kedze |AM| = |BM| = @ acos |[€¥BMC| = cos(180° — [®*AMC|) = — cos |[€BMC|, po s¢itani tychto dvoch

vztahov X

IBC|® + |CAI> = 2- <@) +2|cM|?,
z ¢oho po uprave dostavame dokazovany vztah.
Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC. Vnutri stran AB a AC leZia postupne body D a E
tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznaéme F taky bod, Ze ABFC je rovnobeznik. Dokazte, Zze |[FD| = |FE]|.
RieSenie:
71-B-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3924).
Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC. Vnitri jeho stran AB a AC lezia postupne body
D aE tak,ze |[CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Uvazujme dalej body F a G tak, Ze ABCF a ACBG sd rovnobeZniky.
Dokazte, ze |FD| = |GE]|.
RieSenie:
71-B-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3928#page=2).
Nech S je stred prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC, ktory nie je rovnoramenny. Ozna¢me D patu

vySky z vrcholu C a R priesec¢nik osi vnutorného uhla pri vrchole C s preponou AB. Urcte vel'’kosti vnitornych
uhlov tohto trojuholnika, ak plati |SR| = 2 |DR]|.



RieSenie:
64-B-1-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1337#page=5).

N1 N4ajdite vSetky kladné prirodzené ¢isla n, pre ktoré mozno Stvorec rozmerov n X n rozrezat na dieliky tvaru
obdlZnika rozmerov 1 X 2.

Riesenie:

2
V pripade parneho n rozrezeme Stvorec na (g) Stvorcov 2 X 2 a kazdy z nich na dva obdlzniky 2 x 1. Takéto
n teda vyhovuje.

V pripade neparneho n ma $tvorec obsah n? a jeden dielik ma obsah 2. Cislo n? v$ak nie je delitelné 2, preto
takéto n nevyhovuje.

N2 UvaZujme nasledovné tri Utvary zloZené z jednotkovych Stvorcov, z ktorych vystrihneme Stvorce oznacené
kriZikom. MoZno zvysky Utvarov rozrezat na dieliky tvaru obdlZnika rozmerov 1 x 2?

RieSenie:
Vo vsetkych pripadoch je odpoved nie.

Kazdy z utvarov vyfarbime Sachovnicovo bielou a ¢iernou farbou. Jeden dielik zakryva jeden Stvorcek bielej
ajeden Ciernej farby. Ak by sme teda vedeli Gtvar rozstrihat na dieliky, tak musi mat rovnako vela ¢iernych
a bielych Stvorcekov, ¢o vSak nie je ani v jednom pripade pravda.

T

N3 Dokazte, Ze pre kazdé kladné celé ¢islo n je sucet prvych n neparnych &isel rovny n?.

Riesenie:
Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou:
1) Akn=1,tak1 =12 = n2.
2) Ak je stcet prvych n neparnych ¢isel rovny n?, tak po pripo¢itani (n + 1). neparneho &isla, t. j. &isla
2(n + 1) — 1, dostaneme sucet n? + (2n + 1) ¢&ize (n + 1)2.
N4 L-triomino sa sklada z troch jednotkovych Stvorcov usporiadanych do tvaru pismena L. Pre ktoré hodnoty n
z mnoziny {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10} mozno Stvorec n X n rozrezat na dieliky tvaru L-triomina?
RieSenie:
Stvorec ma plochu n? a jeden dielik ma plochu 3. Preto n?, a teda aj n, musi byt delitelné 3. Stvorec 3 x 3

nie je mozné rozrezat' na zaklade jednoduchého rozboru pripadov. Stvorce 6 x 6 a 9 X 9 rozreZeme ako na
obréazkoch:

Odporucame zoznamit' sa s matematickou indukciou. M6Zete sa s iou oboznamit v knihe Antonina Vrbu Princip
matematické indukce z edicie Skola mladych matematikii (https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403889).

D1 Pre ktoré kladné celé ¢isla mozno s$tvorec n X n rozrezat na dieliky tvaru L-triomina?



D2

D3

D4

RieSenie:

Pre nasobky troch vacsie ako 3. Staci doplnit’ rieSenie navodnej dlohy N4 o rozrezanie Stvorcov, ktorych
diZka strany je delitelna 3. Stvorec 6k X 6k rozreZeme na obdizniky 3 X 2 a kazdy z nich rozreZeme na dve
L-triomina. Stvorce rozmerov (6k + 3) X (6k + 3) rozrezeme s vyuZitim matematickej indukcie. Kedze vieme
rozrezat’ obdlznik 3 X 2, tak vieme rozrezat aj obdlznik 3 x 6k. Styri takéto obdlZniky vieme uloZit pozdiz
hranice Stvorca (6k + 3) x (6k + 3), ¢im v strede ostane Stvorec (6k — 3) X (6k — 3), ktory vieme rozrezat’
podla indukéného predpokladu.

Lubovolny jednotkovy $tvorcek Stvorcekovej siete 2™ x 2" zafarbime nacierno. Dokazte, Ze pre kazdé klad-
né celé ¢islo n moZzno tuto Stvorcekovu siet pokryt dielikmi tvaru L-triomina tak, aby jedine tento Cierny
Stvorcek ostal nepokryty.

Riesenie:

Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou:

1) V $tvorci 2 X 2 tvoria biele policka prave jedno L-triomino.

2) Predpokladajme, Ze takto vieme pokryt Stvorec rozmerov 2™ X 2™, a to bez ohladu na polohu ¢ierneho
$tvorceka. Stvorec 21 x 2™*1 rozdelime na $tyri $tvorce 2™ x 2™. V tych troch z nich, ktoré nema-
ju cierne policko, zafarbime nacierno rohové policka v strede velkého Stvorca. Tieto tri policka moZno
pokryt L-triominom. A podla indukéného predpokladu teraz aj kazdy zo $tvorcov 2™ x 2™ vieme pokryt
L-triominami.

Poznamka:

Podrobnejsie rieSenie mozno najst je v rieSeni 8. tilohy 1. zimného kola KMS 2009/2010

(https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20092010/zim/serial.pdf?s=1&t=zim&r=2009#page=5).

Najdite vetky prirodzené ¢isla n také, Ze n > 4 a $tvorec so stranou dizky n je mozné rozrezat' na dieliky

tvaru obdlznika rozmerov 1 X 4.

RieSenie:

VSetky nasobky 4.

Ak je n nepdrne, tak $tvorec ma plochu n?, ¢o nie je nasobok plochy dielika.

Akn = 4k + 2, tak rozdelime $tvorec na (2k + 1) X (2k + 1) mensich $tvorcov 2 X 2, ktoré Sachovnicovo

zafarbime. Kazdy dielik sa musi skladat z dvoch ¢iernych a z dvoch bielych Stvorcov 1 X 1, ¢ize obsahuje
rovnako vela Stvorcov ¢iernej a bielej farby. AvSak cely Stvorec obsahuje z jednej farby viac.

Akn = 4k, tak Stvorec rozreZzeme na k X k Stvorcov rozmerov 4 X 4 a kazdy z nich tromi rovnobeZnymi rezmi
na $tyri obdlZniky 1 x 4.

Do Stvorcekovej siete n X n chceme bez prekryvania umiestnit niekol'’ko pravouhlych rovnoramennych troj-
uholnikov s preponou dlZky 2, ktorych vrcholy sa nachddzaju vo vrcholoch Stvoréekovej siete a kazda strana
Stvorceka sa musi nachadzat' v prave jednom trojuholniku (vnutri alebo na obvode). Najdite vSetky n, pre
ktoré je to moZné.

Riesenie:

KMS 39. ro¢nik, 1. ¢ast, 2. kolo, uloha 8 (https://kms.sk/ulohy/zadania/1381).

N1

N2

Zistite, kol'’ko desatinnych miest maju v najkratSom moZnom zapise za desatinnou ¢iarkou ¢isla 1/8, 1/32,
1/256.

Riesenie:

Majua postupne 3, 5, 8 cifier.

Okrem pisomného vydelenia to moZno zistit' aj roz$irenim zlomku vhodnou mocninou 5: 1/8 = 53/103,
1/32 =55/10%a1/256 = 58/108.

Zistite, pre ktoré kladné celé ¢isla n ma cislo

a) n/3;

b) n/30;

c) n/18

konecny desatinny zapis.

RieSenie:

Zlomok (s celociselnym citatelom a (kladnym) celociselnym menovatelom) v zdkladnom tvare ma konecny
desatinny zapis prave vtedy, ked jeho menovatel nema vo svojom prvociselnom rozklade iné prvocisla ako 2



N3

N4

D1

D2

D3

D4

D5

ab.

Toto pozorovanie je presnejSie sformulované a dokazané v nasledovnej navodnej tlohe. Zlomky n/3 an/30
z Casti a), b) obsahuji v menovateli prvocislo 3. Ak maji konecny desatinny zapis, tak aj ich Citatel, teda ¢islo
n, musi byt delitelny 3, aby sa pri prevode na zakladny tvar 3 v menovateli vykratila.

Naopak, ak n = 3k pre nejaké k, tak dostavame zlomky k/1 a k/10 s kone¢nym desatinnym zapisom.

V &asti c) je menovatel delitelny 32 ¢iZe 9 a rovnako tak dostaneme, Ze aj n musi byt delitelné 9. Tiez akn =
9k, takn/18 = k/2, ¢o ma konecny desatinny zapis.

Dokazte, Ze kladné racionalne ¢islo ¢ ma vo svojom najkratSom desatinnom zapise prave d Cislic za desatin-
nou ¢&iarkou prave vtedy, ked g = ¢/10% pre nejaké kladné celé ¢&islo ¢ nedelitelné 10.

Riesenie:

Nech g ma d Cislic v desatinnom zapise. Ked' v Cisle ¢ posunieme desatinnu ¢iarku o d miest doprava, teda
ho vynasobime ¢islom 104, tak dostaneme celé &islo q- 109, ktoré oznadime c. Toto ¢islo nemédZe kon¢it 0,
kedZe i$lo o najkratsi moZny zapis ¢isla q. Preto ¢ = ¢/10%.

Opacéne, ak ¢ = ¢/10%, tak ¢ ma za desatinnou &iarkou prave d poslednych cifier ¢isla c. KedZe c¢ nie je
delitelné 10, ide o najkrat$i mozny zapis.

Najdite vSetky dvojice nestudelitelnych kladnych celych cisel (x, y) také, Ze plati

a) xy = 441;
b) xy = 13* - 14" kde n je dané kladné celé ¢&islo.
RieSenie:

a) Plati 441 = 32.72. Ked%e x a y st nestdelitelné, prvocislo 3 sa méze vyskytnuit v prvoéiselnom rozklade
len jedného z Cisel x a y. To isté plati aj pre prvocislo 7. Mame preto Styri mozné dvojice (x,y), a to
(1,3%2-7%),(3%,7%), (7%,3%), (3% - 7%, 1).

b) Riesime podobne s tym, Ze uvazujeme rozklad 2™ - 7" - 134, ktory teraz obsahuje tri prvocisla. Dostaneme
osem rieseni, a to (1,13* - 14™), (2™, 13* - 7™), (7", 13* - 7), (13%, 14™), (14", 13%), (2™ - 13%,7™), (7" -
13%,2™), (13% - 14™,1).

Najdite vSetky dvojice kladnych celych ¢&isel (a, b) také, ze 44 = b% + 7.

Riesenie:

KMS 42. ro¢nik, 1. ¢ast, 2. kolo (https://kms.sk/ulohy/riesenia/1977).

Najdite vSetky kladné celé ¢isla n také, Ze ¢islo (2™ + 1)(3™ + 2) je delitelné ¢islom 5™.

RieSenie:

61-A-S-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=425#page=4).

Rozhodnite, ¢i existuje 2024 navzajom roznych kladnych celych cisel také, Ze vSetky podiely dvoch réznych
Cisel su ¢isla s kone¢nymi desatinnymi rozvojmi za desatinnou ¢iarkou navzajom réznych nenulovych dlZok.

Riesenie:

CAPS 2024, uloha 1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=5328).

Rozhodnite, ¢i existuju kladné celé ¢islan a k také, ze ﬁ je druhou mocninou celého ¢isla.

RieSenie:

67-A-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2537#page=5).

Dokazte, Ze existuje nekoneéne vela celych ¢isel, ktoré sa nedajii vyjadrit v tvare 2¢ + 3 — 5¢,kde a, b, ¢ st
nezaporné celé ¢isla.

Riesenie:
68-A-111-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3121#page=8).

Zaujemcom o ziskanie celistvejsich poznatkov z oblasti delitelnosti celych ¢isel odporticame knihu Frantiska
Veselého O délitelnosti ¢isel celych (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403560) z edicie Skola mladych
matematikii (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403423) a taktiez knihu Aloisa Apfelbecka Kongruen-
ce, (https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403650), ktora obsahuje Sirokd potrebn tedriu na pracu so zvysSkami
po deleni.

Pred rieSenim tejto ulohy vdm odporicame zozndmit sa s vetou o obvodovom a stredovom uhle a s vlastnostami
tetivovych Stvoruholnikov. K objaveniu tohto vztahu navddza prva ndvodna tloha. Odpordc¢ame knihu Stanisla-
va Horaka Kruznice (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589) z edicie Skola mladych matematiki



(https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403423).

N1

N2

N3

N4

N5

N6

D1

D2

D3

D4

Na KruZznici k so stredom O st dané body B a C také, ze |<BOC| = 120°. Zvolme bod A na dlh§om obliku

s krajnymi bodmi B a C anech § = |AO0B|.

a) Zistite vel'kost uhla BAC, ked’ § = 140°.

b) Zistite, ako mame volit uhol §, aby mal uhol BAC ¢o najvacsiu vel'kost.

¢) Ako sa zmeni vysledok tlohy b), ak bod A m6zeme zvolit 'ubovolne na kruznici k (s vynimkou bodov B
a(C)?

RieSenie:

Vrovnoramennych trojuholnikoch BOC, COA a AO B vypocitajte vel’kostiich uhlov alebo ich vyjadrite v zavis-

losti od uhla §. Dajte si pozor na spravne scitavanie, resp. odcitavanie uhlov podla toho, ¢i bod O je vniitri,

alebo mimo trojuholnika ABC. V a) vyjde |€BAC| = 60°, rovnako ako v b) nezavisle na vol'be 6. V c) vyjde

120°.

Poznamka:

RieSenie tulohy b) moZno priamo zovSeobecnit na dékaz vety o obvodovom a stredovom uhle. RieSenie dlohy
c) zas ukazuje, Ze v tetivovom Stvoruholniku je sticet vel'kosti protilahlych uhlov rovny 180°.

Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked' sti¢et jeho protilahlych uhlov je 180°.

Riesenie:

Dokaz je mozno najst napr. na str. 20 (Veta 5) v spominanej knihe KruZnice.

Dokate, Ze obltiikom rovnakej diZKky tej istej kruZnice prislichajii obvodové uhly rovnakej vel'kosti.
RieSenie:

Oznacme stred kruznice S a krajné body uvazovanych oblikov A a B. resp. C a D. KedZe tieto obliky maja

rovnaki dizku, prislichaji im zhodné stredové uhly ASB a CSD. Z rovnosti stredovych uhlov tak vyplyva aj
rovnost obvodovych uhlov.

Oznacme S stred toho oblika s krajnymi bodmi B a € kruZnice opisanej trojuholniku ABC, ktory neobsahuje
bod A. Dokazte, Ze AS je osou uhla BAC.

Riesenie:
Obluky s krajnymi bodmi B a S, resp. S a C st rovnako dlhé, preto im prislichaju rovnaké obvodové uhly BAS
aCAS.

Dve zhodné kruZznice k a l sa pretinajui v bodoch A a B. Na kruZznici k zvolime bod C a na kruznici [ bod D tak,
aby bod 4 bol vnitornym bodom usecky CD. Dokazte, Zze |BC| = |BD|.

RieSenie:
Uhly ACB a ADB st obvodové uhly prislichajice dlhS§iemu obliku s krajnymi bodmi 4 a B zhodnych kruznic
k a l, preto st rovnako vel'ké, z ¢oho priamo vyplyva |[BC| = |BD|.

Nech trojuholnik ABC ma pravym uhol pri vrchole B. Ozna¢me [ stred kruznice do neho vpisanej a M stred
prepony AC. Predpokladajme, Ze body B, I, M, C leZia na jednej kruZnici. Urcte vel'kost uhla BAC.

RieSenie:

60°.

Ide o zjednoduSenu tlohu 72-B-I-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4362#page=7).

Dokazte, Ze stredy kruZnic zvonka pripisanych k jednotlivym strandm l'ubovolného konvexného Stvoruhol-
nika leZia na jednej kruznici.

Riesenie:

69-B-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3391#page=2).

Nech D je l'ubovolny vnutorny bod strany AB trojuholnika ABC. Na polpriamkach BC a AC zvolme postupne
body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokazte, Ze body C, E, F a stred I kruZnice vpisanej
do trojuholnika ABC leZzia na jednej kruZnici.

RieSenie:

63-B-1-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1008#page=3).

Nech ABC je ostrouhly trojuholnika D, E, F ABC paty jeho vySok postupne na strany AB, BC, CA. Obraz bodu
F v stredovej sumernosti podla stredu strany AB lezi na priamke DE. Urcte vel'kost uhla BAC.

RieSenie:
57-A-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=214#page=3).
Nech ABC je pravouhly trojuholnik. Na jeho prepone BC leZiabody D a E také, Zze |CD| = |CA| a|BE| = |BA|.
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Nech F je taky vnutorny bod trojuholnika ABC, Ze DEF je pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou
DE. Aké je vel'kost uhla BFC?

RieSenie:
68-A-II-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3041#page=4).
Nech ABCD je kosostvorec s kratSou uhloprieckou BD a E vnuatorny bod jeho strany €D, ktory lezi na kruzni-

ci opisanej trojuholniku ABD. Urcte vel'kost jeho uhla pri vrchole DAB, ak maju kruZnice opisané trojuhol-
nikom ACD a BCE prave jeden spolo¢ny bod.

Riesenie:
67-B-1-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2578#page=3).

6

Navodné ulohy N1 az N3 sd zamerané na Upravy vyrazov na stvorce, ¢im myslime druhé mocniny mnohoclenov
(vnaSom pripade dvojc¢lenov). Takéto tpravy su ¢asto kli¢ovymi pri dokazovani nerovnosti ¢i hladani extrémov
vyrazov, ¢o si mbZete vyskusat v ulohach N4 a N9. Uloha N7 upozoriiuje na nespravne rie$enie tilohy N5, ktora
je podobna aj samotnej stitaznej tilohe. Uloha N8 naznacuje, ako mozno tito nespravnu ivahu opravit.

N1

N2

N3

N4

N5

Dokazte, Ze pre l'ubovolné realne &isla a a b plati a? + b? > 2ab, pricom rovnost’ nastava prave vtedy, ked
a=h.

Riesenie:

Dokazovant nerovnost ekvivalentne upravime na (a — b)? > 0.

DokaZte, Ze pre lubovolné realne &isla a, b, ¢ plati a? + b? + ¢ = ab + bc + ca, pri¢om rovnost nastava
prave v pripadea = b = c.

RieSenie 1:

Ekvivalentné pravy zac¢inajuce sa vynasobenim 2 vedice k nerovnosti (a — b)? + (b — ¢)?> + (c — a)? = 0,
pricom rovnost nastava prave vtedy, ked' su vSetky zatvorky 0, t.j.ked a = b = c.

RieSenie 2:

S¢itame nerovnosti a? + b? > 2ab, b? + ¢? = 2bc, c? + a? = 2ca a vydelime 2.

Dokazte, Ze pre l'ubovolné realne ¢isla a, b, ¢ plati

a) 5a% + 6b% + 7c¢? > 4ab + 6ac + 8bc;

b) 3a? + 3b? + 8¢? > 4(ab + ac + bc);

c) 5a% 4+ 5b% + 2c% > 2ab + 4ac + 4bc.

Urcte vSetky trojice Cisel (a, b, ¢), pre ktoré nastava v jednotlivych pripadoch rovnost.
RieSenie:
a) Nerovnost ziskame su¢tom nerovnosti 2a? + 2b? > 4ab, 3a? + 3c¢? = 6ac, 4b? + 4c? = 8bc, ktoré sme

ziskali vyndsobenim nerovnosti z tlohy N1 vhodnymi konStantami. Rovnost musi nastat’ vo vsetkych
troch nerovnostiach, z ¢oho mamea = b = c.

b) Séitame nerovnosti 2a? + 2b? > 4ab, a® + (2¢)? = 4ac, b? + (2¢)? = 4bc. Rovnost nastva v pripade
a=>b=2c.

c) Stitame nerovnosti a? + b? > 2ab, 4a? + c? > 4ac, 4b? + ¢?> > 4bc. Rovnost nastava v pripade
a = b = ¢/2. Vietky tri nerovnosti mozno tiez dokazat upravouna 2(a—b)?+3(a—c)? +4(b—c)? = 0,
2(a—b)?>+ (a—2c)>+ (b—2c)®>=0,resp. (a—b)?> + (2a—c)>+ (2b—c)?> = 0.

Kladné realne ¢isla x a y st také, Ze xy = 2. Akt najmensiu hodnotu méZe nadobudntt vyraz 4x? + 9y?2?

RieSenie:

Plati 4x? + 9y? = (2x — 3y)? + 12xy > 12xy > 24. Tuto hodnotu dostaneme, prave ked 2x = 3y axy = 2,

t.j. ekvivalentne x = V3 ay = 2/+/3.

Nezaporné redlne Cisla x, y, zsa také, Zex + y = 6,z + x = 8, y + z = 10. Akt najmenSiu hodnotu méze

nadobudnut vyraz x? + y? + z%?

RieSenie:

Ak z > 8, tak x? + y%2 4+ z% > z? > 64.

Ak z < 8, tak ¢isla 8 — z a 10 — z st nezdporné, preto plati x2 + y? + z2 > (8 — z)? + (10 — 2)? + z2? =

3(z—6)% + 56 > 56. Hodnota 56 je mensia ako v pripade z > 8 a je dosiahnuta v pripade (x,y,z) = (2,4, 6)

(je to dokonca jediny pripad). Preto 56 je hladana najmensia hodnota.

Uké4Zzeme este jeden spOsob, ako dokézat nerovnost x? + y2 + z? > 56, na ktorom ilustrujeme viaceré



N6

N7

N8

N9

uzitocné myslienky. Budeme sa opierat o hypotézu, Ze najmensiu hodnotu bude vyraz nadobudat v pripade
(x,y,z) = (2,4, 6). (K tejto hypotéze mozno dojst na zaklade skidsania réoznych hodnét.) Budeme vychadzat
z nerovnosti a®> + b? > 2ab z ulohy N1. Na lavej strane chceme dostat’ nejaké z vyrazov x2, y?, z% a na
pravej strane nejaké z vyrazov x, y, z. To dostaneme, ak do nerovnosti z illohy N1 dosadime jednu premennu
ajednu konStantu. Ak dosadime premennt x, tak chceme zvolit' konStantu 2, aby rovnost nastavala v pripade
x = 2 ako v naSej hypotéze. Tak dostaneme, Ze plati nerovnost’ x? + 22 > 4x. Podobne plati aj y? + 4% >
8y a z2 + 62 > 12z. S¢itanim tychto troch nerovnosti dostaneme x? + y? + z2 > 4x + 8y + 12z — 56.
Na dokoncenie dokazu nam staci vhodne odhadnut hodnotu vyrazu 4x + 8y + 12z, na ¢o mdézeme vyuzit
nerovnosti zo zadania. Konkrétne plati 4x+8y+12z—56 = 4(z+x)+8(y+2)—56 = 4-84+8:-10—56 = 56,
¢im je dékaz ukonceny:.

Este vysvetlime, ako sme prisli k tprave 4x + 8y + 12z = 4(z + x) + 8(y + z). Vo vSeobecnosti chceme
najst také konstanty a, b, ¢, Ze bude platit 4x + 8y + 12z = a(x + y) + b(z + x) + c¢(y + z). Po roznédsobenf
a porovnani koeficientov pri x, y, z dostaneme, Ze musi platit a + b = 4,c + a = 8,b + ¢ = 12. VyrieSenim
tejto sustavy dostaneme, Ze (a, b, ¢) = (0, 4, 8).

Nezaporné redlne Cisla x, y, zsa také, Zex + y = 4,z + x = 8, y + z = 10. Akt najmensiu hodnotu méze
nadobudnut vyraz x? + y? + z%?

RieSenie:

56.

Ulohu moz#no riesit rovnako ako predosli.

Rozhodnite, ¢i je nasledovné rieSenie tlohy N5 tiplné a korektné: KedZe chceme dostat ¢o najmensiu hodno-
tuvyrazu x? +y?2 +z?2, tak chceme, aby aj vyrazy x +y, z+x, y + z nadobudali ¢o najmensie hodnoty, teda aby
v nerovnostiach zo zadania bola rovnost. Dostavame tak sustavu troch rovnicx+y = 6,z+x = 8,y+z = 10,
z ¢oho (x,y,z) = (2,4,6). Najmensia hodnota je teda dosiahnut4 pri tomto rie$enf a je to 2% + 42 + 6 ¢iZe
56.

RieSenie:

RieSenie nie je spravne, lebo neobsahuje dokaz, Ze pri inych vol'bach ¢isel nemézeme dostat hodnotu vyrazu
mensSiu ako 56.

To, Ze takato ivaha nie je korektna, mozno vidiet, ked’ ju pouzijeme na rieSenie tlohy N6. Vtedy dostaneme
ststavux+y = 4,z+x = 8,y+z = 10,z ktorej (x,y,z) = (1,3,7),avtedy x2 +y? +z%2 = 12+ 32472 = 59.
Avsak najmensia mozna hodnota je stale 56, pretoZe sme v rieSeni tlohy N5 nerovnost x + y = 6 nevyuzili.
Dokazte, Ze pri rieSeni ulohy N5 sa staci obmedzit na trojice (x,y, z) také, Ze platia aspon dve z rovnosti
x+y=62z+x=8,y+2z=10.

RieSenie:

Na zaciatok uvedieme, Ze v pripade (x,y,z) = (2,4, 6) nadobtida vyraz hodnotu 56 a st splnené vsetky tri
rovnosti. Vezmime si trojicu (x, y, z) taky, Ze plati najviac jedna z uvedenych rovnosti. VyrieSime pripad, kedy
X +y > 6az+x > 8, zvy$né dva pripady st analogické. Nech x’ = max(6 — y,8 — z). Ak x" nie je kladné,
tak plati y > 6 a z > 6. Skimany vyraz ma tak hodnotu aspoti 62 + 82 ¢ize 100, ¢o je viac ako hodnota
56 v pripade (x,y,z) = (2,4,6).V opatnom pripade je x’ kladné, platix’' + y = 6 az + x’ = 8 a aspon
v jednej z nerovnosti nastava rovnost. AvSak x’ < x, teda hodnotu vyrazu sme tym zmensili a zvysili poCet
dosiahnutych rovnosti. Ak aj po tejto prave plati najviac jedna z rovnosti, tak ju vieme eSte raz zopakovat.
Preto pre kazdu trojicu (x, y, z), pre ktoru sa dosahuje rovnost v najviac jednej z nerovnosti, ma vyraz vacsiu
hodnotu ako pre niektoru trojicu s aspon dvomi dosiahnutymi rovnostami.

Najdite najmensiu moznt hodnotu vyrazu 9x2 + 36/x2, ak

a) x € (0, );

b) x € (0,1];

C) x € [2,);

RieSenie:

Vyraz mozno ,doplnit na $tvorec” takto: 9x? + 36/x? = (3x — 6/x)? + 36 > 36. Rovnost’ dosiahneme prave
v pripade 3x—6/x = 0,t.j.x = V2, prifom V2 € (0, ). Tym sme ukazali, Ze 36 je najmensia hodnota vyrazu
v Casti a).

Hodnota vyrazu (3x — 6/x)? na intervale (0, ©)., To vyplyva z toho, Ze ak 0 < x; < x,, tak nerovnost 3x; —
6/x1 < 3x,—6/x, je ekvivalentna nerovnosti 0 < (x, —x;)(3+6/(x1x,)). Vyraz 3x —6/x nadobuda nulovi
hodnotu v pripade x = V2. Na intervale (0, V2], a teda aj na intervale (0, 1], je vyraz rastici a zdporny, preto

jeho druh4 mocnina (3x — 6/x)? je klesajica. Najmens$iu moznti hodnotu vyrazu pre ¢ast b) tak dostaneme
v pripade x = 2, ¢o zodpoveda hodnote 45.
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Analogicky, na intervale [2, o) v Casti c) je vyraz 3x — 6/x kladny a rasttci, teda aj jeho druhd mocnina bude
kladna a rasttica. Najmens$iu moznd hodnotu vyrazu tak ziskame v pripade x = 2, ¢o zodpoveda hodnote 45.

Dokazte, Ze pre lubovolné dve nezaporné realne ¢isla x a y plati nerovnost

x+y
2

= 4\/xy,

pricom rovnost nastava prave vtedy, ked x = y.

(Tejto nerovnosti sa hovori nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom a plati aj pre viac
ako dve ¢isla, teda nerovnost (x; + x; + -+ + x,,)/n = Vnx,x, ... x, plati pre lubovolnych n nezdpornych
realnych Cisel x4, x5, ..., xp,.)

RieSenie:

KedZe na oboch stranach st nezaporné ¢isla, nerovnost je ekvivalentna nerovnosti (x + y)?/4 = xy, a ta
zas nerovnosti (x — y)% > 0.

Dokazte, Ze pre l'ubovolné kladné redlne cisla k a m je funkcia f, kde f(x) = kx — m/x na intervale (0, o0)
rastuca.

Riesenie:

Funkcia g, kde g(x) = kx, je vSade rastica a funkcia h, kde h(x) = —m/x, je rastica na intervale (0, ).
Skimana funkcia f je teda sticet dvoch na tomto intervale rastucich funkcii, takZe aj ona je tam rastuca.
Inym rieSenim je ukazat, Ze ak 0 < x; < x,, tak plati kx; — m/x; < kx, — m/x,, pretoZe tato nerovnost je
ekvivalentna nerovnosti (x; — x;) (k + m/(x;x;)) < 0, ¢o v naSom pripade zrejme plati.

Nech k a m st kladné redlne &isla a f je funkcia takd, Ze f(x) = kx? + m/x? pre kazdé kladné reélne ¢&islo
x. Nech M = {/m/k. Dokazte, zZe funkcia f nadobtida v M minimum, na intervale (0, M] je klesajlica a na
intervale [M, o) je rastuca.

RieSenie:

Ide o vieobecnii verziu ulohy N9. Predpis funkcie doplnime na $tvorec: f(x) = (Vk - x — vm/x)? + 2Vkm.
Vyraz v zatvorke je podla tlohy D2 rastiici a nadobida hodnotu 0 prave v M. Preto je vyraz v zatvorke pre x
z (0, M] zaporny, takze jeho absolutna hodnota, a teda aj druhd mocnina, klesa. Pre x z [M, o) je zas kladny.
Preto f na intervale (0, M] klesa a na intervale [M, ) rastie.

Nech k a m su kladné redlne ¢isla a f je funkcia taka, ze f(x) = kx? + m/x pre kazdé kladné reélne ¢&islo
x.Nech M = /m/k. Dokazte, Ze funkcia f nadobida v M minimum, na intervale (0, M] je klesajtica a na
intervale [M, o) je rastuca.

RieSenie:

Podobne ako v predoslej tilohe rieSenie vyplyva z Gipravy f(x) = (Vkx — \/m/x)? + 2Vkm. Dokaz, e vyraz
Vkx — /m/x rastie, je podobny dékazu v tlohe D2.

2

Urtte najmensiu hodnotu vyrazux?+——,

da?
RieSenie:
64-B-11-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1371#page=2).
Nech a a b st nezaporné redlne ¢isla také, Ze a + b = 2. Urcte najmensiu a najvacsiu moznd hodnotu vyrazu
a?+b?
ab+1 "’
RieSenie:
68-B-II-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3125).
Nech a a b st nezdporné redlne ¢isla také, Ze a? + b? = 1. Urlte najmensiu aj najvacsiu moznd hodnotu
a*+b*+ab+1
a+b )

kde x je l'ubovolné redlne ¢islo. Pre ktoré x tito hodnotu nadobu-

vyrazu
Riesenie:

68-B-1-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3042#page=6).

Nech a a b st reélne &isla také, ze a — b > 2. Uréte najmensiu moZnt hodnotu vyrazu a* + b*.
RieSenie:

Hladana najmensia hodnota je 2, dosiahneme ju v pripade (a, b) = (1,—1).

Poznamka:

Dokaz nerovnosti a* + b* > 2 je moZné najst v rieSeni 3. dlohy 1. letného kola KMS 2012/2013
(https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20122013/let/serial.pdf?s=1&t=let&r=2012#page=2).



D9 Nijdite maximalnu hodnotu vyrazu a? + b? + c?, kde a, b, ¢ st reélne &isla také, Ze vetky tri ¢isla a + b,
b+ c,c+ asuzintervalu [0, 1].

RieSenie:
68-A-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3041#page=8).
D10 Sucet 74 (nie nutne réznych) redlnych ¢isel z uzavretého intervalu [4, 10] je 356. Urcte najvacsiu moznua
hodnotu stctu ich druhych mocnin.
RieSenie:
73-A-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4892#page=4).
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