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(Sutaz sa konala 21.-27. 8. 2023.)
Satfaz jednotlivcov:

I-1. Nech R oznacuje mnozinu vSetkych redlnych ¢isel. Pre vSetky dvojice (o, 3) nezapornych
redlnych &isel, pre ktoré a+ B = 2, najdite vsetky funkcie f: R — R spliiajtce

f@)f(y) = f(zy) + az + By

pre vSetky redlne ¢isla x, y. (Walther Janous, Rakisko)

I-2. Najdite vsetky celé ¢isla n = 3, pre ktoré mozno nakreslit n tetiv jednej kruznice tak, ze
vSetkych ich 2n koncovych bodov je navzajom réznych a kazdé tetiva pretina prave k inych
tetiv, pre

a) k=n-—2,

b) k=n—3.

Pozndmka. Tetiva kruznice je tsecka, ktorej oba koncové body lezia na danej kruznici.
(Josef Tkadlec, CR)

I-3. Nech ABC je trojuholnik s vpisanou kruznicou w so stredom v bode I. Kruznica w sa
dotyka strany BC' v bode D. Oznaéme FE, F body spliiajice Al | BE | CF a |{BEI| =
= |LCFI| = 90°. Priamky DFE a DF pretinaju druhykrat kruznicu w postupne v bodoch E’
a F’'. Dokazte, ze E'F' 1 Al (Patrik Bak, Slovensko)

I-4. Nech n, m st kladné celé ¢isla. Mnozinu kladnych celych éisel S nazyvame (n,m)-dobrd,
ak spliia nasledovné tri podmienky:
(i) Plati m € S.
(ii) Pre kazdé ¢islo a € S patria do S aj vSetky jeho kladné delitele.
(iii) Pre vSetky navzdjom rozne ¢isla a,b € S plati a™ 4+ 0™ € S.
Najdite vSetky dvojice (n,m), pre ktoré je mnozina vSetkych kladnych celych ¢isel jedinou
(n, m)-dobrou mnozinou. (Michael Reitmeir, Raktsko)

Sttaz druzstiev:

T-1. Nech Z oznacuje mnozinu vSetkych celych ¢isel a Z~ ¢ mnozinu vSetkych kladnych celych
Cisel.

a) Funkcia f:7Z — Z sa nazjva Z-ilinskd, pokial splia f(a? + b) = f(b? + a) pre vietky
a,b € Z. Uréte najviac¢si mozny pocet navzajom roznych ¢isel, ktoré sa moézu nachadzat
medzi f(1), f(2),..., f(2023), kde f je Z-ilinska funkcia.

b) Funkcia f:Zso — Zso sa nazyva Zsg-ilinskd, pokial spliia f(a? +b) = f(b? + a) pre
vSetky a,b € Z~ (. Uréte najviacsi mozny pocet navzajom réznych cisel, ktoré sa mézu
nachadzat medzi f(1), f(2),..., f(2023), kde f je Zso-ilinska funkcia.

(Josef Tkadlec, CR)

T-2. Nech a, b, ¢, d st kladné realne ¢éisla spliiajice abed = 1. Dokézte, ze

ab+1 bec+1 ced+1 da+1
a+1 b+1 c+1 d+1

v
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a najdite vsetky Stvorice (a, b, ¢, d), pre ktoré nastava rovnost. (Walther Janous, Raktsko)



T-3. N4ajdite najmensie celé ¢islo b s nasledujicou vlastnostou: Pre kazdé ofarbenie préave
b poli¢ok na Sachovnici rozmerov 8 X 8 na zeleno je mozné umiestnit 7 strelcov na 7 zelenych
policok tak, aby sa ziadni dvaja strelci neohrozovali.

Pozndmka. Dvaja strelci sa ohrozuju, ak sa nachadzaji na rovnakej diagonale.
(Jozef Rajnik, Slovensko)

T-4. Nech ¢ = 4 je parne celé ¢islo. V Slovenskej futbalovej lige méa kazdy klub domaéci
a hostovsky dres. Kazdy doméci dres je ofarbeny dvomi réznymi farbami, kym kazdy hostovsky
dres je ofarbeny jednou farbou. Farba hostovského dresu klubu sa musi lisif od oboch farieb
jeho doméceho dresu. Na vSetkych dresoch dokopy je nanajvys ¢ réznych farieb. Ak maju dva
timy rovnaké obe farby na ich domécich dresoch, potom maja roézne farby na ich hostovskych
dresoch.

Hovorime, Ze par dresov sa bije, ak sa nejakd farba vyskytuje na oboch dresoch. Predpo-
kladajme, ze pre kazdy tim X v lige plati, Ze neexistuje v lige tim Y taky, ze domaci dres timu
X sa bije s oboma dresmi timu Y. Najdite najvicsi mozny pocet timov v lige.

(Ivan Novak, Chorvatsko)

T-5. Majme konvexny stvoruholnik ABCD, ktorého uhly nie st pravé. Predpokladajme, ze
body P, Q, R, S lezia postupne na jeho strandch AB, BC, CD, DA tak, ze plati PS || BD,
SQ L BC, PR 1L CD. NavySe predpokladajme, Ze sa priamky PR, SQ, AC pretinaju v jednom
bode. Dokazte, ze body P, Q, R, S lezia na jednej kruZnici. (Patrik Bak, Slovensko)

T-6. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik, kde |AB| < |AC|. Nech J je stred kruznice pripisanej
k strane BC a D kolmy priemet bodu J na stranu BC. Osi uhlov BDJ a JDC pretinaja
priamky BJ a JC postupne v bodoch X a Y. Usecky XY a JD sa pretinajia v bode P. Nech
Q@ je kolmy priemet bodu A na priamku BC. Dokazte, ze os uhla QAP je kolma na priamku
XY.

Pozndmka. Kruznica pripisand k strane BC trojuholnika ABC' je kruznica mimo trojuholnika,
ktora sa dotyka priamok AB, AC a usecky BC. (Dominik Burek, Polsko)

T-7. Najdite vietky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuju kladné celé &isla a > b spliiajtce

4ab
a—>b

n =

(Josef Tkadlec, CR)

T-8. Nech A a B st kladné celé ¢isla. Uvazujme postupnost kladnych celych éisel (z,,),>; taki,
ze
Tpt1 = A-ged(zy, xn—1) + B pre vSetky n = 2.

Dokéazte, ze tato postupnost dosahuje len konecéne vela roznych hodnot.

Pozndmka. Zéapis ged(a,b) znadi najvicsieho spoloéného delitela kladnych celych ¢isel a, b.
(Ivan Novak, Chorvatsko)



