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73.ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tiloh MEMO

(Sutaz sa konala 24.—30. 8. 2024.)
Sutaz jednotlivcov:
I-1. Uréte vSetky k € Ny, pre ktoré existuje funkcia f: Ny — Ny takd, ze f(2024) =k a

f(f(n)) = fln+1) = f(n)

plati pre vsetky n € Nj.

Pozndmka. Symbolom Ny znac¢ime mnozinu nezapornych celych ¢isel. (Rakusko)

I-2. Na nekonec¢nej tabuli sa nachadza list papiera (taky ako tento). Marvin si tajne
zvoli konvexny 2024-uholnik, ktory sa nachédza cely na papieri. Tigrica chce néjst
vrcholy 2024-uholnika P. V kazdom kroku Tigrica narysuje na tabulu priamku g, ktora
je celd mimo papier, potom Marvin odpovie priamkou A rovnobeznou s priamkou g,
ktora je zo vSetkych rovnobeznych priamok prechadzajicich aspon jednym vrcholom
2024-uholnika P najblizsie k priamke g. Dokazte, ze existuje kladné celé ¢islo n také,
ze Tigrica vie vzdy najst vrcholy 2024-uholnika P za najviac n krokoch. (Madarsko)

I-3. Nech ABC je ostrouhly roéznostranny trojuholnik. Zvolme kruznicu w prechadza-
jucu bodmi B a C, ktora pretne druhykrat isecky AB a AC postupne v bodoch D # A
a F #£ A. Nech F je priese¢nik priamok BE a C'D. Nech G je bod na kruznici opisanej
trojuholniku ABF taky, ze GB je doty¢nicou kruznice w. Podobne, nech H je bod na
kruznici opisanej trojuholniku AC'F' taky, ze HC' je doty¢nicou kruznice w. Dokéazte,
ze existuje taky bod T # A, ktory nezéavisi na volbe kruznice w, ze kruznica opisana
trojuholniku AGH prechadza bodom T'. (Patrik Bak, Slovensko)

I-4. Pre lubovolné kladné celé ¢islo n oznaéme o(n) stcet kladnych delitelov ¢isla n.
Urcte vSetky mnohocleny P(x) s celo¢iselnymi koeficientmi také, ze P(k) je delitelné
¢islom o (k) pre vSetky kladné celé ¢isla k. (Rakusko)

Sutaz druzstiev:

T-1. Uvazujme dve nekonecné postupnosti realnych cisel ag, a1, as,... a by, b1,bo,...
také, ze ag =0, bg =0 a

arbr +ap +1

agy1 = by, bry1 = b T 1

pre kazdé celé ¢islo k = 0. Dokézte, ze plati asgoq + bagos = 88.
(Marian Poturnay, Slovensko)

T-2. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze

yfle+1)=fla+y— f(2) + f(@) f(f(y))
plati pre vSetky =,y € R. (Chorvatsko)



T-3. Na brehu rieky Tisa sedi v rade 2024 matematikov. Kazdy z nich pracuje na prave
jednej vyskumnej téme, pricom ak dvaja matematici pracuji na rovnakej téme, tak na
nej pracuju aj vsetci matematici sediaci medzi nimi.

Marvin chce zistif pre kazdi dvojicu matematikov, ¢i pracuji na rovnakej téme.
Moéze sa spytat Tubovolného matematika nasledovni otdzku ,Kolko z tychto 2024
matematikov pracuje na tvojej téme?“ Marvin sa pyta otazky postupne, takze kym
sa spyta dalsiu otazku, tak vie odpovede na vSetky predoslé otézky.

Uréte najmensie kladné celé ¢islo k také, ze Marvin vie splnif svoj ciel za pouzitia
najviac k otazok. (Madarsko)

T-4. Koneéné postupnost x1,xs,...,xz, kladnych celych ¢isel je palindrom, ak plati
i = Tpy1—; pre vSetky celé ¢isla 1 < i S r.

Nech ai,as,... je nekoneéna postupnost kladnych celych ¢isel. Pre kladné celé
¢islo j 2 2 ozna¢me a[j] koneént podpostupnost aq,as,...,a;_1. Predpokladajme, ze
existuje (rydzo) rasttica nekone¢né postupnost by, b, . .. kladnych celych ¢isel takd, ze
pre kazdé kladné celé ¢islo n je podpostupnost a[b,| palindrém a plati by, 2 < by, 1 +bs,.
Dokéazte, ze existuje kladné celé ¢islo 1" také, ze plati a; = a;4+1 pre kazdé kladné celé
¢islo 1. (Chorvatsko)

T-5. Nech ABC je trojuholnik, pre ktory plati |[{BAC| = 60°. Nech D je bod na
priamke AC taky, ze plati |AB| = |AD|, pricom A lezi medzi C' a D. Predpokladajme, ze
na kruznici opisanej trojuholniku DBC lezia body E # F také, ze plati |[AE| = |AF| =
= |BC|. Dokazte, ze priamka EF prechddza stredom kruznice opisanej trojuholniku
ABC. (Marian Poturnay, Slovensko)

T-6. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Nech M je stred tisecky BC. Nech I, J, K st
postupne stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABC, ABM, ACM. Nech P, ) st
body postupne na priamkach MK, M J také, ze plati |[{AJP| = |{ABC| a |{AKQ| =
= |{BCA|. Nech R je priese¢nik priamok C'P a B(Q. Dokézte, ze priamky IR a BC st
na seba kolmé. (Michal Pecho, Slovensko)

T-7. Zlepenie kladnych celych cisel prebieha tak, ze ich zapisy v desiatkovej stustave
zapiSeme postupne za sebou a vysledok interpretujeme ako zapis jedného kladného
celého cisla v desiatkovej sustave.

Najdite vsetky kladné celé cisla k, pre ktoré existuje celé ¢islo N s nasledovnou
vlastnostou: pre vSetky n = Nj mozno v nejakom poradi zlepit ¢isla 1,2, ...,n tak, aby
vysledné ¢islo bolo delitelné ¢islom k.

Pozndmka. Zépis v desiatkovej ststave sa nemdze zacinat nulou.
Priklad. Zlepenim ¢isel 15, 14, 7 v tomto poradi ziskame ¢islo 15 147.
(Patrik Bak, Slovensko)

T-8. Nech k je kladné celé ¢islo a nech aq,as, ... je nekoneéné postupnost kladnych
celych cisel taka, ze plati
a;ai+1 | k— a?

pre vSetky celé ¢isla i = 1. Dokéazte, Ze existuje kladné celé ¢islo M také, ze plati a,, =
= an41 pre vetky celé ¢islan = M. (Chorvatsko)



