MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie A

N1
N2
N3
D1

D2
D3

Pre rozne redlne ¢isla a a b maji vyrazy a? — b? a a — b rovnakt hodnotu. UkaZte, Ze hodnota a + b je 1.
Akt najmensiu hodnotu médze pre redlne &islo a nadobtidat vyraz a? + 3a?
V obore redlnych ¢&isel rieste sistavu rovnica? +b = ¢, b?> + c =a,c?> + a = b.

Pre nenulové realne ¢isla a, b, ¢ plati
a?(b+c) = b?%(c + a) = c*(a + b).

Urcte vSetky moZné hodnoty vyrazu
(a+b+c)?

a?+ b2 +c?’
DokaZte, Ze ak x a y st redlne ¢isla také, e x° + y3 < 2,takx + y < 2.

Nech a, b, ¢ st prirodzené ¢&isla. U Dokazte, Ze vSetky tri ¢sla a? + b + ¢, b? + ¢ + a, ¢? + a + b nemdZzu byt
zaroven druhé mocniny celych cisel.

2 Vulohach o ukladani kociek predpokladame, Ze na k sebe priliehajuicich stenach kociek su vzdy rovnaké cisla.

N1

N2

D1

D2

D3

Namiesto do Stvorca ukladajme kocky do radu. Kol'ko najviac roznych ¢isel sa mdze vyskytnut na hornych
stenach kociek?

Kocky ukladdme do kvadra tvaru n X n X 1. M6Ze sa na dvoch susednych bo¢nych stendch n x 1 zloZeného
kvadra objavit' ¢islo 1?7

Z kociek sme poskladali kocku 3 X 3 X 3. Urc¢te mozné hodnoty suctov vSetkych 54 viditelnych ¢isel za pred-
pokladu, Ze kaZzda kocka m4 na protilahlych stenach ¢isla so sti¢tom 7.

Stvorcova tabul’ka 10 x 10 je vyplnena pismenami A, B, C, D tak, Ze kazda podtabul'ka 2 x 2 obsahuje kazdé
z pismen prave raz. DokaZte, Ze existuje riadok alebo stlpec, ktory obsahuje prave 2 rézne pismena.

Urcéte najmensie mozné n také, Ze je mozné do kocky 2020 X 2020 X 2020 umiestnit n kvadrov 2020 X 1 X 1
tak, aby kazdy kvader mal steny rovnobezZné so stenami kocky, Ziadne dva kvadre sa nepretinali (dotykat’
sa mdzu) a aby sa kazda zo $tyroch obdiZnikovych stien kazdého kvadra dotykala bud inej obdiZnikovej
steny iného kvadra, alebo niektorej steny celej kocky.

N1

N2

D1

D2

D3

D4

N3ajdite vSetky dvojice réznych prirodzenych cisel takych, Ze vacsie Cislo je nasobkom mensSieho a ich sucet
je 74.

Akt najvacsiu dizku moze mat’ rastica postupnost kladnych celych ¢isel taka, Ze kazdy jej ¢len okrem poéia-
to¢ného je nasobkom predchadzajticeho a posledny ¢len je 10007

Najdite vSetky prirodzené Cisla n také, ze

n+dm) + d(d(n)) + - = 2021,

pricom d(0) = d(1) = 0,aak k > 1, tak d(k) je najvacsi delitel k, ktory je od neho mensi.

0 neparnom prvocisle p povieme, Ze je Specidlne, ak sucet vsetkych prvocisel mensich ako p je nasobkom p.
Existuju dve po sebe iddce prvocisla, ktoré su Specialne?

Najdite vsetky celé cisla n také, ze n > 3, a ak je (dy, ..., dy) vzostupne zoradena postupnost vsetkych
delitelov ¢islan!, tak platid, —dy < dz; —d, < ... < dj — dy_1.

Urcte vsetky zloZené ¢isla n také, Ze ak je (d4, ..., dy ) vzostupne zoradena postupnost vSetkych delitelov ¢isla
n, tak prekazdé iz {1, ...,k — 2} je d; delitelom ¢isla d;; + d;4».



N1

N2
D1
D2

D3

D4

D5

D6

Nech ABC je trojuholnik a P je vnutorny bod jeho strednej priecky rovnobeznej so stranou BC. Nech Q a R
su priesecniky strany BC s rovnobezkami so stranami AB, resp. AC. Dokazte, Ze obsah trojuholnika PQR je
rovny Stvrtine obsahu trojuholnika ABC.

Vypo¢itajte obsah trojuholnika so stranami dizok 5, 6, 7.

Urcte najvacsi mozny obsah prieniku trojuholnikov ABC a A'B'C' zo zadania tlohy.

Nech a a d st kladné ¢isla také, Ze plati d < % Posunutim $tvorca Q so stranou dizky a o lubovolny vektor
diZky d vznikne $tvorec Q'. Uréte najmensi mozny aj najvac¢si mozny obsah prieniku $tvorcov Q a Q'.

Nech ABC je pravouhly trojuholnik s preponou AB a D péta jeho vysky z bodu C. Nech r, 7, 5 s postupne
polomery kruznic vpisanych do trojuholnikov ABC, ACD, BCD. Dokazte, ze 7 + 15 = r2.

Nech r je polomer kruZnice vpisanej do pravouhlého trojuholnika v dizka jeho vy$ky na jeho preponu. Do-
kazte, 7e platf 0,4 < = < 0,5.

Nech ABCD jelichobeZnik ABCD so zakladiiami AB a CD. Ozna¢me k a [ kruznice s priemermi BC a AD. Dalej
ozna¢me P priese¢nik priamok BC a AD. Dokazte, Ze dotycnice z bodu P ku kruznici k zvieraji rovnaky uhol
ako doty¢nice z bodu P ku kruZznici [.

Nech T je trojuholnik T s obsahom 1. DokaZte, Ze existuje priamka p takd, Ze prienik trojuholnika T a jeho
obrazu v osovej sumernosti podla priamky p ma obsah vacsi ako %.

N1
N2

N3

D1

D2

D3

D4

D5

Kam (a kol’kymi postupmi) sa Samo moéze dostat, ak vo vytahu budu len tlacidla 0, 1, 2?
Dokazte, ze ak vytah nemeni smer (teda jazdi iba nahor), m6Ze sa Samo na kazdé poschodie n = 1 dostat’
prave jednym postupom.
Dokazte, ze (kladny) rozdiel dvoch réznych mocnin 2 mozno vyjadrit ako sucet niekol'’kych po sebe idticich
mocnin 2.
Mame rovnoramenné vahy a 4 zavazia, ktoré moézeme pokladat na misky vah.
a) Najdite priklad sady 4 zavaZzi, pomocou ktorej moézZeme odmerat kazdu celociselnt vahu od 1 po 15,
ak mézeme klast' zavazia len na lavi misku vah.
b) Najdite priklad sady 4 zavazi, pomocou ktorej méZeme odmerat kazdu celociselnd vahu od 1 po 40,
ak mo6Zeme klast zavazia na obe misky vah.
Dokazte, Ze kazdé kladné prirodzené cislo je mozné vyjadrit prave jednym spoésobom v tvare
e~ U+t kY

kde k > 1aprekazdéi € {1,2,...,k} plati 0 < ¢; < i, pricom ¢}, # 0.
Je dané celé cislo z mensSie nez —1. Dokazte, Ze akékolvek nenulové celé ¢islo ma vyjadrenie v tvare

Cz® + 1z o+ 02t + ¢y 20,
kde k = 0 a cg, cx_1, --» €1, Cg SU celé Cisla z mnoziny {0, 1, ..., |z] — 1}. Ukazte tiez, Ze za podmienky ¢, # 0
je takéto vyjadrenie jediné.
Fibonacciho postupnost Fib je definovana vztahmi Fib, = 0,Fib; = 1,aaknje prirodzené ¢islo, tak Fib,,,, =
Fib,,; 1 +Fib,,. Dokazte, Ze kazdé kladné prirodzené ¢islo je mozné vyjadrit ako sucetjedného alebo viacerych
navzajom roznych ¢lenov Fibonacciho postupnosti, z ktorych ziadne dva nie st susedné. Dalej dokazte, ze
bez pouzitia 0. a 1. ¢lena je dokonca toto vyjadrenie jednoznacné.

Blcha Blanka sedi v rovine s kartezianskou stistavou suradnic a za¢ne skakat rovnobeZne so suradnicovymi
osami tak, Ze ak n je kladné prirodzené Cislo, tak v n. minute skoc¢i prave raz, a to v niektorom zo Styroch
moznych smerov s dizkou skoku Fib,,. Predpokladajme, Ze jej prvé dva skoky boli navzajom kolmé. Dokazte,
Ze sa uz nikdy nemoze vratit tam, odkial zacala skakat.

N1
N2
N3

Dokazte, Ze osi vnutorného a vonkajsieho uhla pri vrchole trojuholnika su kolmé.
Dokazte, Ze trojuholnik tvoreny strednymi prieckami daného trojuholnika je mu podobny.

Nech ABCDEF je Sestuholnik. Nech P je bod jeho vutra taky, Ze Stvoruholniky ABCP, CDEP, EFAP su
rovnobezniky. Dokazte, Ze trojuholniky ACE a DF B su zhodné.



D1

D2

D3

D4

Nech [ je stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC a ] stred kruZznice pripisanej jeho strane BC. Dokazte,
Ze usecka JI je priemerom KruZnice opisanej trojuholniku JBC.

Nech ABC je trojuholnik, H je priese¢nik jeho vySok, M stred strany BC a G obraz bodu H v stredovej sumer-
nosti podla bodu M. Dokazte, ze isecka AG je priemerom kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

Nech ABC je trojuholnik, I stred do neho vpisanej kruZnice a J, K, L postupne stredy kruznic pripisanych
jeho stranam BC, CA, AB.

a) Dokazte, Ze I je sticasne priesecnikom vysok trojuholnika JK L.

b) Dokazte, Ze kruznica opisana trojuholniku ABC je sucasne Feuerbachovou kruznicou trojuholnika JK L.

c) Dokazte, Ze stredy obliukov ABC, BCA, CAB su sucasne stredmi stran trojuholnika JK L.

Poznamka:

Feuerbachova kruznica daného trojuholnika je kruznica prechadzajtica stredmi jeho stran a patami jeho
vy$ok. Pozri S. Horak: Kruznice, SMM zv. 16, str. 78-80 (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589).

Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |AB| < |AC]|. Ozna¢me M stred strany BC, N stred oblika BAC KkruZnice
jemu opisanej a I stred kruznice do neho vpisanej. Dokazte, Ze |[<IMB| = |ZINA]|.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie A

N1

N2

N3

D1

D2

D3

Pre rozne redlne &isla a a b maju vyrazy a? — b% a a — b rovnaki hodnotu. UkaZte, Ze hodnota a + b je 1.
Riesenie:

Zo zadania a? — b> = a — b, t.j. (a — b)(a + b) = a — b, po vydelen{ nenulovym vyrazom a — b dostdvame
a+b=1

Situacia zo zadania pritom moZze nastat, a to naprikad v pripade (a, b) = (1, 0).

Akt najmensiu hodnotu méZze pre redlne &islo a nadobtdat vyraz a? + 3a?

Riesenie:
Plat{
3\ 9
2 —
+3a=(a+=| —>=>—-.
a a (a 2) 2 "
Najmensia hodnota je teda —%, ktort vyraz nadobtda v pripade a = —g.

V obore redlnych ¢isel rieste sustavu rovnica? + b = ¢, b? + c = a,c? + a = b.
RieSenie:
Po s¢itani rovnic dostaneme a? + b% +c? = 0,tedaa = b = ¢ = 0. Skuskou sa Iahko presved¢ime, ze (0, 0, 0)
je naozaj rieSenim pévodnej ststavy.
Pre nenulové realne ¢isla a, b, ¢ plati
a?(b+c) = b%(c + a) = c*(a + b).

Urcte vSetky mozné hodnoty vyrazu

(a+b+c)?

a?+ b2 +c?’
RieSenie:
73-B-S-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4914#page=5).
Dokazte, Ze ak x a y st redlne ¢isla také, Zze x3 + y3 < 2, takx +y < 2.
RieSenie:
57-B-1-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=216#page=3).
Nech a, b, ¢ st prirodzené ¢&isla. U DokaZte, Ze vSetky tri ¢sla a? + b + ¢, b? + ¢ + a, ¢? + a + b nemdZu byt
zaroven druhé mocniny celych c¢isel.
RieSenie:
APMO-2011-P1 (https://artofproblemsolving.com/community/c6h407219p2274367).

2 Vulohach o ukladani kociek predpokladame, Ze na k sebe priliehajuicich stenach kociek su vzdy rovnaké cisla.

N1

N2

Namiesto do Stvorca ukladajme kocky do radu. Kol'ko najviac roznych ¢isel sa mdze vyskytnut na hornych
stenach kociek?

RieSenie:

V rade kociek sa na priliehajuicich stenach striedaju len 2 ¢isla, Ziadne z nich preto nemoéze byt na hornej
stene. Ostatné 4 ¢isla na hornych stendch mézu byt.

Kocky ukladame do kvadra tvaru n X n x 1. M6Ze sa na dvoch susednych boc¢nych stenach n X 1 zloZeného
kvadra objavit ¢islo 1?7

RieSenie:

V rade kociek sa na priliehajtcich stenach striedaju len 2 ¢isla, takZe vSetky kocky v rade, ktory ma &islo 1
na boc¢nej stene, budu mat ¢islo 1 iba na stenach rovnobeznych. TakZe nemoze.



D1

D2

D3

Z kociek sme poskladali kocku 3 x 3 X 3. Urc¢te mozné hodnoty suctov vsetkych 54 viditelnych cisel za pred-
pokladu, Ze kazda kocka ma na protilahlych stenach cisla so stictom 7.

RieSenie:

KedZe su v kazdom rade 3 kocky za sebou, viditel'né ¢isla na jeho koncoch majti rovnako ako na jednej kocke
sucet 7. Tychto dvojic je 27, preto je odpoved 27 - 7 CiZe 189.

Dodajme, Ze kocka sa naozaj poskladat' da.

Stvorcova tabul'ka 10 x 10 je vyplnena pismenami A, B, C, D tak, Ze kazd4 podtabul'ka 2 x 2 obsahuje kazdé
z pismen prave raz. DokaZzte, Ze existuje riadok alebo stlpec, ktory obsahuje prave 2 r6zne pismena.
RieSenie:

Ak su v niektorom riadku aspon 3 ro6zne pismena, tak v iom 3 rozne lezia vedla seba, povedzme v poradi
ABC. V riadku pod aj nad nimi musia byt tri pismena CDA. Zopakovanim tohto argumentu potom vyjde, Ze
v uvedenych troch stlpcoch (a dokonca vo vsetkych stlpcoch) musia byt len dve rozne pismena.

Urcte najmensie mozné n také, Ze je mozné do kocky 2020 x 2020 x 2020 umiestnit n kvadrov 2020 x 1 x 1
tak, aby kazdy kvader mal steny rovnobezné so stenami kocky, Ziadne dva kvadre sa nepretinali (dotykat
sa mozu) a aby sa kazda zo Styroch obdlZnikovych stien kazdého kvadra dotykala bud’ inej obdlZnikovej
steny iného kvadra, alebo niektorej steny celej kocky.

RieSenie:

USAMO-2020-P2 (https://artofproblemsolving.com/community/c5h2156978p15952773).

N1

N2

D1

D2

D3

D4

N3ajdite vSetky dvojice réznych prirodzenych cisel takych, Ze vacsie Cislo je nasobkom mensieho a ich stcet
je 74.

RieSenie:

Ak st hladané ¢islaa a ka, kde k > 2,tak 74 = a + ka = a(k + 1), pricom k + 1 > 3,takZe k + 1 je
delitelom cisla 74 vacsim ako 3, teda je to 37 alebo 74. Potom k € {36, 73}, takze (a, ka) € {(2,72),(1,73)}.
Obe dvojice zrejme vyhovuju.

Akt najvaciu dizku moze mat rastiica postupnost kladnych celych ¢isel taka, Ze kaZzdy jej ¢len okrem pocia-
to¢ného je nasobkom predchadzajiceho a posledny clen je 10007?

RiesSenie:

Kazdy dalsi ¢len musi mat v rozklade na prvocinitele aspoii jedného prvocinitela navyse oproti predchadza-
jicemu ¢lenu. Ked%e 1000 = 103 = 23 .53, &islo 1000 ma 6 prvocinitelov, clenov méze byt a% 7, (pociato¢ny
Clen totiz moze byt 1).

N3ajdite vSetky prirodzené ¢isla n také, Ze

n+dm) + d(d(n)) + - = 2021,

pricom d(0) = d(1) = 0,aak k > 1, tak d(k) je najvacsi delitel k, ktory je od neho mensi.

Riesenie:

70-A-111-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3576#page=6).

0 neparnom prvocisle p povieme, Ze je Specidlne, ak sucet vSetkych prvocisel mensich ako p je nasobkom p.
Existuju dve po sebe iduce prvocisla, ktoré su Specialne?

RieSenie:

73-A-1-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4884#page=3).

Najdite vSetky celé ¢isla n také, Ze n = 3, a ak je (dy, ..., dy) vzostupne zoradend postupnost vSetkych
delitelov ¢islan!, tak platid, —d; < dz —d, < ... < dy — dp_1.

RieSenie:

USAMO-2024-P1 (https://artofproblemsolving.com/community/c5h3281035p30216459).

Urcte vsetky zloZené Cisla n také, Ze ak je (d4, ..., dy ) vzostupne zoradena postupnost vSetkych delitelov ¢isla
n, tak pre kazdé i z {1, ..., k — 2} je d; delitelom ¢isla d; 1 + d;4».

RieSenie:

IMO-2023-P1 (https://artofproblemsolving.com/community/c6h3106752p28097575).

N1

Nech ABC je trojuholnik a P je vnutorny bod jeho strednej priecky rovnobeznej so stranou BC. Nech Q a R



N2

D1

D2

D3

D4

D5

D6

su priesecniky strany BC s rovnobezkami so stranami AB, resp. AC. DokaZte, Ze obsah trojuholnika PQR je
rovny Stvrtine obsahu trojuholnika ABC.

RieSenie:
Trojuholniky PQR a ABC maji rovnobeZzné strany, takZe s podobné. Vy$ka na stranu QR ma polovi¢nu dizku

ako vy$ka na stranu BC, takZe koeficient podobnosti je 1/2. Obsah trojuholnika PQR je preto rovny (1/2)?2
CiZze 1/4 obsahu trojuholnika ABC.

Vypoditajte obsah trojuholnika so stranami diZok 5, 6, 7.

RieSenie 1:

Podla Herénovho vzorca je tento obsah 6v6.

RieSenie 2:

Ak je y velkost uhla zvieraného stranami diZok 5 a 6, tak podla kosinusovej vety 72 = 52+ 6% —2-5-6 cosy,
z ¢oho cosy = 1/5, takZe siny = /1 — (cos¥)2 = 2v/6/5 a teda obsah trojuholnika je % -5-6-2V6/5 ¢ize
6/6.

Urcte najvacsi mozny obsah prieniku trojuholnikov ABC a A’B'C' zo zadania tdlohy.

RieSenie:

Maximum nastane, ak bude vektor posunutia rovnobeZny s niektorou zo stran trojuholnikov. Prislusny ko-
eficient podobnosti potom bude 12/13, 13/14 alebo 14/15, pricom maximum dava prave posledny z nich.
Vyjde 84 - (14/15)2 ¢ize 5488/75.

Nech a a d st kladné ¢isla také, Ze platid < 12 Posunutim $tvorca Q so stranou dizky a o lubovolny vektor
dizky d vznikne $tvorec Q'. Uréte najmensi mozny aj najva¢si mozny obsah prieniku $tvorcov Q a Q'.
Riesenie:

Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze strany Stvorcov st vodorovné a zvislé. Prienikom $tvor-

cov je obdiznik s obsahom (a — |x|)(a— |y|), kde (x, y) je vektor posunutia. Nech s = |x| +|y|. Potom zrejme
platis > d atiez s < dv/2, pretoze x2 + y? = d? a s? < 2(x? + y?). Pouzitim rovnosti

1 1 1 1
|Xy| = E(lxl + |)’|)2 - E(xz +y2) = 252 —_ Edz

dostavame
1 1
(a—lxD(a—1Iyl) = a® = (x| +IyDa+ lxyl = a® —sa + 55° = 5d*
1 1 1 1 1 1 1
= Esz—as+a2—zd2 = 5(52—2a5+a2)+5a2—5d2 = E(s—a)2+5(a—d)(a+d).

Kvadraticky vyraz na pravej strane ma minimum v bode a, ktory leZi vdaka predpokladu d < =

V2
od intervalu [d, dv2] obsahujticeho vietky mozné hodnoty s. Zostava vyuZit to, Ze na tomto intervale je
hodnota tohto vyrazu rastiica a Ze hodnoty d a dv2 st dosiahnutelné. Minimum je teda a(a — d) a maximum
je (a — d/V2)2.

Nech ABC je pravouhly trojuholnik s preponou AB a D péta jeho vysky z bodu C. Nech r, 7, 5 s postupne
polomery kruznic vpisanych do trojuholnikov ABC, ACD, BCD. Dokazte, ze r? + 13 = r2.

napravo

RiesSenie:
Trojuholniky ABC, ACD a C BD stinavzajom podobné, takZe existuje kladné reélne ¢islo k také, zer = k-|AB|,

14 = k - |AC|, 75 = k - |BC|. Dokazovana rovnost je potom k2-nasobkom rovnosti z Pytagorovej vety pre
trojuholnik ABC.

Nech r je polomer kruZnice vpisanej do pravouhlého trojuholnika v dizka jeho vy$ky na jeho preponu. Do-
kazte, 7e plati 0,4 < % <0,5.

RieSenie:

S. Horak: Nerovnosti v trojiihelniku, SMM zv. 57, priklad 25, str. 50-52
(https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/404126).

Nech ABCD jelichobeznik ABCD so zéakladiiami AB a CD.Ozna¢me k a | kruZnice s priemermi BC a AD. Dalej
oznacme P priese¢nik priamok BC a AD. Dokazte, Ze dotycnice z bodu P ku kruznici k zvieraji rovnaky uhol
ako dotyc¢nice z bodu P ku kruznici l.

RieSenie:

71-A-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3916#page=1).

Nech T je trojuholnik T s obsahom 1. DokaZte, Ze existuje priamka p takd, Ze prienik trojuholnika T a jeho
obrazu v osovej simernosti podla priamky p ma obsah vacsi ako %.



RieSenie:

Z trojuholnikovej nerovnosti mozno odvodit, Ze v kazdom trojuholniku existuji dve strany s dizkami a a b
takymi, ze 1 < a/b < %(1 + +/5). Ak za p zvolime os uhla medzi tymito stranami, vyjde prienik s obsahom
asponl 3 — V5, to je cca 0,764, a teda viac ako z.

Poznamka:

Pozri tiez USAMO-1996-P3 (https://artofproblemsolving.com/community/c6h57378p353052).
Poznamka:

Komplikovanej$im spdsobom je mozné dokazat, Ze vhodnou vol'bou priamky p je mozné zaistit prienik s ob-
sahom dokonca aspoti 2v/2 — 2, &o je cca 0,828, tiito konstantu navy$e nemozno zlepsit.

N1

N2

N3

D1

D2

Kam (a kolkymi postupmi) sa Samo moZe dostat, ak vo vytahu budu len tlacidla 0, 1, 2?
RieSenie:
Ak prvykrat stla¢i tlacidlo 2, moZe sa dostat na poschodia 22 ¢ize 4, 22 — 20 ¢ize 3,22 — 21 ¢ize 2,22 — 21 + 20
Cize 3.
Inak sa mdZe dostat’ na poschodia 2! ¢&ize 2, 21 — 29 ¢iZe 1 a 20 ¢iZe 1.
Celkovo sa na poschodie 4 moze dostat jednym postupom a na poschodia 1, 2 a 3 dvoma postupmi.
Dokazte, Ze ak vytah nemeni smer (teda jazdi iba nahor), méZe sa Samo na kazdé poschodie n > 1 dostat’
prave jednym postupom.
RieSenie:
Mame dokazat, Ze kazdé kladné n je mozné vyjadrit prave jednym sposobom ako sucet roznych celocisel-
nych mocnin 2. Toto tvrdenie je zndme ako jednoznacnost zapisu v dvojkovej stistave. Nacrtneme jeho dokaz
matematickou indukciou: Sta¢i dokazat, Ze pre kazdé kladné k ma 25*! podmnoZin mnoziny {2°, ..., 2%}
navzajom rdzne sicty prvkov, a to &isla od 0 po 2K+ — 1:

1 Ak k =1, tvrdenie plati.

2 Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre k — 1. Podmnoziny, ktoré neobsahujt prvok 2%, majt podla pred-
pokladu stéty 0, ..., 2¥ — 1. Podmnoziny, ktoré prvok 2¥ obsahujti, maju stéty o 2% vacsie, teda 2% +0, ...,
2k 42k — 1.t 2k ., 2kt — 1,

Dokazte, ze (kladny) rozdiel dvoch réznych mocnin 2 mozno vyjadrit ako sucet niekol'’kych po sebe idticich

mocnin 2.

RieSenie:

AK a a b su prirodzené ¢&isla také, ze a > b. tak 2% — 20 = 2P 4 2b+1 4 ... 4 2a-1 3ko lahko overime

pripo¢itanim 2?2 k obom strandm a opakovanym vyuZitim vztahu 2™ + 2" = 2m+1,

Mame rovnoramenné vahy a 4 zavazia, ktoré méZeme pokladat na misky vah.

a) Najdite priklad sady 4 zavaZzi, pomocou ktorej moézZeme odmerat’ kazdu celoCiselnt vahu od 1 po 15,
ak moZeme klast zavazia len na lavd misku vah.

b) Najdite priklad sady 4 zavaZi, pomocou ktorej méZeme odmerat kazdu celociselnd vahu od 1 po 40,
ak mo6zeme klast zavazia na obe misky vah.

Riesenie:

a) Jedna takato sada je {1, 2, 4, 8}.

b) Jedna takato sadaje {1, 3,9,27}.

Dokazte, Ze kazdé kladné prirodzené cislo je mozné vyjadrit prave jednym sposobom v tvare
c1 1M+ 4y - Kk,

kdek = 1aprekazdéi € {1,2,...,k} plati 0 < ¢; < i, pricom ¢, # 0.

RieSenie:

Ide o vyjadrenie Cisla v tzv. faktorialovej sustave

(pozri https://en.wikipedia.org/wiki/Factorial_number_system).

Najprv dokdzZeme pre kazdé kladné prirodzené m pomocntirovnost 1 - 1!+ +m-m!=(m+ 1! -1 -
statibudv (2—-1)-1'+ 3 —1) - 2!+ -+ ((m + 1) — 1) - m! roznasobit zatvorky a vysledok zjednodusit,
alebo pouzit matematickd indukciu.

Tu vyuZzijeme aj na dokaz tvrdenia zo zadania vlastnej tilohy D2:



D3

D4

D5

1 Akn = 1, tvrdenie plati.

2 Ak tvrdenie plati pre vSetky kladné prirodzené ¢isla menSie ako n, kde n > 1, ndjdeme k nemu najprv
jednoznacne urcené prirodzené Cislak ac,kde c < k,také,Ze c-k! < n < (c+1)-k!.Z pomocnej rovnosti
v pripade m = k vyplyva, Ze najdené k je prave to, ktoré musi byt v kazdom vyjadreni n zo zadania D2
a ze navySe v nom musi platit ¢, = c;. Podla induk¢ného predpokladu pre n — ¢ - k! potom dostavame aj
jednoznacne urcené koeficienty c¢; s indexmi i < k, lebon — ¢ - k! < k!. (Niekol'ko poslednych z tychto
koeficientov mozu byt nuly, v pripade n — ¢ - k! = 0 to st dokonca samé nuly).

Je dané celé cislo z mensSie nez —1. Dokazte, Ze akékolvek nenulové celé ¢islo ma vyjadrenie v tvare
Crez® + 12+ e+ ezt + o2,

kde k = 0 a cy, cx_1, --» €1, Co SU celé Cisla z mnoziny {0, 1, ..., |z] — 1}. UkdzZte tieZ, Ze za podmienky ¢, # 0
je takéto vyjadrenie jediné.
RieSenie:

Ak vyjadrované Cislo oznacime n, tak ¢isla ¢y, ¢y, ... je mozné postupne urcit kongruenciami

¢y =n!mod|z|,

¢ = — % !'mod |z|,
Cy = W! mod |z|
a tak dalej.
Poznamka:
V pripade z = —2 ide o vyjadrenie ¢isla v ,,minusdvojkovej“ sistave. Pozi¢né stistavy so zapornymi zakladmi

nasli praktické uplatnenie aj z dévodu, Ze aj zaporné Cisla su v nich zapisované bez znamienka, napriklad
-7 = (1001)_,.

Fibonacciho postupnost Fib je definovana vztahmi Fib, = 0,Fib; = 1,aaknje prirodzené ¢islo, tak Fib,,,, =
Fib,,; 1 +Fib,,. Dokazte, Ze kazdé kladné prirodzené Cislo je mozné vyjadrit ako sucet jedného alebo viacerych
navzajom rdznych ¢lenov Fibonacciho postupnosti, z ktorych Ziadne dva nie st susedné. Dalej dokazte, ze
bez pouzitia 0. a 1. ¢lena je dokonca toto vyjadrenie jednoznacné.

RieSenie:

Zeckendorfova veta (https://en.wikipedia.org/wiki/Zeckendorf%27s_theorem).

Blcha Blanka sedi v rovine s kartezidnskou sistavou stradnic a za¢ne skdkat rovnobeZne so siradnicovymi
osami tak, Ze ak n je kladné prirodzené ¢islo, tak v n. minute sko¢i prave raz, a to v niektorom zo Styroch
moznych smerov s dlzkou skoku Fib,,. Predpokladajme, Ze jej prvé dva skoky boli navzajom kolmé. Dokazte,
Ze sa uZ nikdy nemoze vratit tam, odkial zacala skakat.

RieSenie:

ICMC-6.1-P3 (https://artofproblemsolving.com/community/c7h2968728p26597510).

N1

N2

N3

Dokazte, Ze osi vnutorného a vonkajsieho uhla pri vrchole trojuholnika st kolmé.

RieSenie:

Sucet vel'kosti vnitorného a vonkajSieho uhla pri jednom vrchole trojuholnika je 180°. Sucet ich polovic je
preto 90°.

Dokazte, Ze trojuholnik tvoreny strednymi prieckami daného trojuholnika je mu podobny.

RieSenie 1:

Ked%e stredna prie¢ka trojuholnika je rovnobezna so zakladtiou a ma oproti nej polovi¢nt dizku, je podla
vety sss ,prieckovy” trojuholnik podobny celému trojuholniku s koeficientom podobnosti 1/2.

RieSenie 2:

Z vlastnosti taznic vyplyva, ze prieckovy trojuholnik je obrazom povodného trojuholnika v rovnolahlosti
s koeficientom —1/2.

Nech ABCDEF je Sestuholnik. Nech P je bod jeho vutra taky, ze Stvoruholniky ABCP, CDEP, EFAP su
rovnobezniky. Dokazte, Ze trojuholniky ACE a DF B st zhodné.

RieSenie:



KedZe su stvoruholniky ABCP a CDE P rovnobezniky, st isecky AB, CP, DE rovnobezné a zhodné. Preto je aj
Stvoruholnik ABDE rovnobeznik, teda tsecky AE a DB st zhodné. Analogicky st zhodné aj usecky CE s FB
ausecky AC s DF, ¢o spolu podla vety sss uZ znamena zhodnost' trojuholnikov ACE a DF B.

D1 Nech/ je stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC aJ stred kruZnice pripisanej jeho strane BC. Dokazte,
Ze usecka JI je priemerom kruznice opisanej trojuholniku /BC.
RieSenie:
Podla N1 plati |«/BJ| = 90° = |xIC]]|.

D2 Nech ABC je trojuholnik, H je priesecnik jeho vySok, M stred strany BC a G obraz bodu H v stredovej simer-
nosti podla bodu M. Dokazte, Ze Usecka AG je priemerom kruZnice opisanej trojuholniku ABC.
Riesenie:
Priamka BG je obrazom priamky CH v stredovej simernosti podla bodu M, preto su tieto priamky rovno-

bezné. KedZe priamka CH je kolma na stranu AB, je uhol ABG pravy. Analogicky je pravy aj uhol ACG, teda
body B a C lezia na kruznici nad priemerom AG.

D3 Nech ABC je trojuholnik, I stred do neho vpisanej kruznice a J, K, L postupne stredy kruznic pripisanych
jeho stranam BC, CA, AB.
a) Dokazte, Ze I je sticasne priese¢nikom vySok trojuholnika JK L.
b) Dokazte, Ze kruznica opisand trojuholniku ABC je sicasne Feuerbachovou kruznicou trojuholnika JK L.
c) Dokazte, ze stredy oblikov ABC, BCA, CAB su sucasne stredmi stran trojuholnika JK L.
RieSenie:
a) Napr. priamKky KL a I] st navzajom kolmé podla tlohy N1, pretoZe su to osi vonkajsieho a vnitorného
uhla pri vrchole A.
b) Podla casti a) st body 4, B, C patami vySok v trojuholniku JKL.

c) Stred N tsecky KL je podla Talesovej vety stredom kruZnice opisanej tetivovému Stvoruholniku BCKL,
takze plati INB| = [NC| a |<BNC| = 2 - |[¥BKC| = 2 - |2IAC| = |<BAC]|, pricom predposledna rovnost
plati vdaka tomu, Ze Stvoruholnik AICK je tetivovy (opat Talesova veta). Bod N je preto naozaj stredom
obluka BAC.

Poznamka:

Feuerbachova kruZnica daného trojuholnika je kruznica prechadzajlca stredmi jeho strdn a patami jeho
vy$ok. Pozri S. Hordk: KruzZnice, SMM zv. 16, str. 78-80 (https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589).

D4 Nech ABC je trojuholnik taky, Zze |AB| < |AC|. Ozna¢me M stred strany BC, N stred oblika BAC kruZnice
jemu opisanej a I stred kruznice do neho vpisanej. Dokazte, ze |[<IMB| = |XINA]|.
Riesenie:
Ozna¢me K a L stredy kruznic pripisanych postupne strandm AC a AB. Stvoruholnik BCKL je tetivovy (Téle-
sova veta), takze trojuholniky BIC a LIK sd podla veta uu podobné. Podl'a ilohy D3 je bod N stredom tsecky
KL.Usecky IM a IN st preto zodpovedajtice si taznice v podobnych trojuholnikoch BIC a LIK, teda podobné
su aj ich ,polovice” - trojuholniky IMB a INL. Odtial' uz [«IMB| = |XINL| = |XINA]|.
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