MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie C
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Nech ABCD je Stvorec a E priesecnik jeho uhlopriecok. Podla akej priamky treba Stvorec prelozit, aby bod A
presiel do bodu E?

Nech ABC je trojuholnik. Najdite vSetky body X také, Ze trojuholniky ABC a ABX maju rovnaky obsah.
Lichobeznik rozrezeme pozdiZ uhlopriecky. Ktory zo vzniknutych trojuholnikov ma vaési obsah?

Dokazte, Ze priamka prechadzajica priesecnikom uhlopriecok rovnobeznika ho deli na dva zhodné atvary.
Dokazte, Ze deltoid, ktory ma dve protilahlé strany rovnobezné, je kosostvorec.

Je mozné, aby v situdcii zo sitaznej tlohy nastalo |PB| > |AP|?

Uvazujme situdciu zo zadania stutaznej dlohy s tym, Ze a = 3b = 3. Vypocitajte obsah trojuholnika PBC.

Nech ABCD je lichobeznik ABCD s dlhsou zakladiou AB a priesecnikom uhlopriecok P. Nech obsah troj-
uholnika ABP je 16 a obsah trojuholnika BCP je 10. Vypocitajte obsah trojuholnika ADP.

Dany je §tvorec so stranou diZky 6. Najdite mnoZinu stredov vietkych priecok $tvorca, ktoré ho delia na dva
Stvoruholniky, z ktorych jeden ma obsah 12. (Priecka Stvorca je tisecka, ktorej krajné body leZia na stranach
Stvorca.)

Nech ABCD je $tvorec so stranou dizky 1. Nech K a L st stredy stran DA, resp. DC. Nech P je bod strany AB
taky, Zze |[BP| = 2 |AP|. Nech Q je bod strany BC taky, Ze |CQ| = 2 |BQ|. Nech X je priese¢nik useéiek KQ
a PL. Obsahy Stvoruholnikov APXK, BQXP, QCLX, LDKX ozna¢me postupne S4, Sg, S¢, Sp-

a) Dokazte, ze Sgp = Sp.

b) Vypocitajte Sc — Sy.

c) Vysvetlite, preco neplati S, + S¢ = Sz + Sp.
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Ktoré prirodzené Cisla maji sucet 16 a rozdiel 6?
Nech a, b, ¢ st prirodzené ¢isla také, Ze a + b aj b + ¢ st ndsobky 7. DokaZte, Ze potom aj a — ¢ je nasobok 7.

Nech k je neparne prirodzené c¢islo a a a b st také prirodzené ¢isla, Ze a + b aj a — b su nasobky ¢isla k.
Dokazte, Ze potom a aj b st ndsobky c¢isla k.

Nech a, b, ¢, d, e su prirodzené ¢islataké,zea+b+c,b+c+d,c+d+e,d+e+a, e+ a+ bstunasobky
11.DokaZte,Zzeaja + b + ¢ + d + e je ndsobok 11.

V obchode predavali balicky po 15, 30, 45, 85, 120 a 165 gul6ckach. Bob a Bobek si jeden z bali¢kov kupili
a gulocky si rozdelili tak, Ze Bob ich mal o 17 viac ako Bobek. Ktoré z balickov si mohli kiipit?

Pre aké dvojice celych cisel (k,]) ma ststavaa + b = k, a — b = [ rieSenie v obore celych cisel?

Dokazte, Ze hodnoty vyrazov 23x + y a 19x + 3y su delitelné ¢islom 50 pre rovnaké dvojice prirodzenych
Cisel (x,y).

Dané je parne Cislo s vacSie nez 2. Nech a a b st prirodzené c¢isla také, Ze plati a > b, Cislo a + b je delitelné
Cislom s — 1 a Cislo a — b je delitelné c¢islom s + 1.

a) Urcte najmens$iu moznu hodnotu vyrazu a + b.

b) Dokazte, Ze obe ¢isla a + 10b aj b + 10a su deliteIné ¢islom s2 — 1.
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Urcte vSetky celé ¢isla n také, ze 7/(n + 2) je celé ¢islo.
Urcte vSetky celé Cisla n také, ze
a) nt3,

n-2’
b)

2n+3

1]

n-2
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c)
celé cislo.

Najdite vSetky rieSenia rovnice ab + a + b = 21 v mnozine prirodzenych cisel.
Najdite vSetky kladné prirodzené rieSenia rovnice 6mn — 4n + 3m = 23.

Uvazujme v sttaznej tlohe obdiZnik 20 x 30. Kol'ko useciek jednotkovej dizky potrebujeme na jeho rozde-
lenie?

N3ajdite vSetky dvojice celych ¢isel (m, n) také, Ze hodnota vyrazu

m+3n—1
mn+2n—m-—2

celé kladné cislo.

RovnobeZnik so stranami diZok 2 a 3 ajednym uhlom velkosti 60° je mozné rozdelit' 13 jednotkovymi tisecka-
mi ako na obrazku na rovnostranné trojuholniky so stranou dizky 1. Ktoré rovnobeZniky s celo¢iselnymi
diZkami stran a jednym uhlom vel’kosti 60° mozno takto rozdelit na rovnostranné trojuholniky so stranou
dizky 1 pomocou 333 jednotkovych tise¢iek?

Najdite vSetky celoCiselné rieSenia (a, b, ¢), kde a < b < ¢, rovnice

abc+a+b+c=6+ab+ ac+ bc.

Na tabuli je napisanych 5 (nie nutne réznych) prvocisel, ktorych sucin je 105-krat vacsi ako ich sucet. Urcte
vSetky napisané prvocisla.
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Pavol ma v zoSite nakreslenu Stvorcovu tabulku 3 X 3 a chce ju vyfarbit dvoma farbami - bielou a ¢ervenou.

a) Kolkymi sposobmi moze tabul'ku vyfarbit, ak chce mat prave 1 Cerveny Stvorec a 8 bielych Stvorcov?

b) Kol'kymi spdsobmi méze tabul'ku vyfarbit, ak chce mat' 2 ervené a 7 bielych Stvorcov?

c) Kolko je celkovo moznosti, ako vyfarbit tabul’ku dvoma farbami?

Michal ma v zoSite nakreslent obdiznikovii tabul'ku 3 X 6 a chce ju vyfarbit dvoma farbami. Tabulku ma

rozdelend na dva zhodné Stvorce 3 X 3. Kol'kymi sposobmi moZe tabul'ku vyfarbit, ak chce mat v kazdom
znich 2 Cervené a 7 bielych mensich Stvorcov?

Kol'’kymi spésobmi je mozné vpisat’ jednotky a nuly do tabul'ky 2 x 3 tak, aby kazdy Stvorec 2 X 2 obsahoval
prave 2 nuly a 2 jednotky?

Marienka chce usit patchworkovt Stvorcovi prikryvku zloZent z 9 mensich Stvorcov modrej alebo bielej far-
by. Prikryvky, ktoré dostaneme otoCenim jednej z druhej, povazZujeme za rovnaké. Kol'’kymi sp6sobmi moze
prikryvku usit, ak pouzije

a) 1 modry a 8 bielych Stvorcov;

b) 2 modré a 7 bielych $tvorcov?

Tabul'ku 4 x 4 vypliiame jednotkami a nulami. V kaZdom $tvorci 2 X 2 st 2 nuly a 2 jednotky. Kol’kymi réznymi
sposobmi je mozné tabulku vyplnit?

Sachovnicovo zafarbent tabul'ku 4 x 4 vypliiame jednotkami a nulami. V kazdom z deviatich $tvorcov 2 x 2
je rovnaky pocet nul. Kol’kymi r6znymi sp6sobmi je mozné tabul'ku vyplnit?

Tomas postupne niekol'’kokrat vyplnil tabulku 5 X 4 tak, Ze v kazdom Stvoréeku 2 X 2 bolo kazdé z ¢isel 1,

2, 3, 4 prave raz. Po kazdom vyplneni si zapisal sucet vSetkych Cisel v tabul'ke. Kol'ko najviac roznych suctov
mohol takto ziskat?

Oznaéme m pocet vietkych moZnych vyplneni tabul’ky 3 X 3 navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do
9. Dalej oznaéme n pocet tych vyplnent, kde st navyse sticty véetkych ¢isel v kazdom riadku aj stipci neparne
Cisla. Urcte hodnotun : m.
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Nech ABC je trojuholnik. Ozna¢me K, L, M postupne stredy jeho stran AB, BC, CA. Dokazte, Ze taznica KC
rozpoluje strednu priecku LM.

Nech ABCD je rovnobeznik. Oznacme S priesecnik jeho uhlopriecok. Dokazte, Ze rovnobezka so stranou AB
prechadzajiica bodom S pretne stranu DA v jej strede.

Nech ABCD a ABEF su dva rovnobeZniky s rovnakou zakladiiou a rovnakou vyskou leZiacou v rovnakej
polrovine urcenej priamkou AB. Nech S a R st postupne priesecniky ich uhlopriecok. Dokazte, ze RS je
rovnobezna s AB.

Nech ABC je trojuholnik, D je stred strany AB trojuholnika ABC a E bod jeho strany AC taky, ze |AE| = 2 |CE]|.
Oznacme F priese¢nik priamok BE a CD. Ukazte, Ze plati |BE| = 4 |EF]|.

Nech ABCD je Stvoruholnik a K, L, M, N postupne stredy stran AB, BC, CD, DA. DokaZte, Ze KLMN je rovno-
beznik.

Nech ABCD je lichobeZnik. Stred jeho zdkladne AB oznacme P. Nech K je bod tsecky AD a L, M, N postupne
priesecniky useciek PD, PC, BC s rovnobezkou so zakladiiou AB cez K.

a) Dokaite, Ze |[KL| = |[MN].

b) Urcte polohu bodu K na tGsecke AB tak, aby platilo aj |[KL| = |LM]|.

Nech ABCD je lichobeZnik so zakladitami AB a CD s dizkami 18, resp. 6. Nech E je bod strany AB taky, Ze
2 |AE| = |EB|.Nech body K, L, M, ktoré st postupne taziskami trojuholnikov ADE, CDE, BCE, tvoria vrcholy
rovnostranného trojuholnika.

a) Dokazte, ze priamky KM a CM zvieraju pravy uhol.

b) Vypoditajte dizky ramien lichobeZnika ABCD.
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Cislo 49 je rovné suctu svojho ciferného stic¢inu a svojho ciferného sic¢tu: 49 = 4 - 9 + (4 + 9). Kol'ko dvoj-
cifernych cisel ma tato vlastnost?

N3ajdite vSetky rieSenia rovnice 11x = 7y v mnoZine prirodzenych cisel.
Dvojciferné ¢islo s nenulovymi ciframi nazveme stvorcové prave vtedy, ked’ pripocitanim ¢isla s obratenym
poradim cifier dostaneme druht mocninu prirodzeného cisla. Kol'ko stvorcovych Cisel existuje?

Najdite najvacsi 5-ciferny palindrom delitelny ¢islom 101.
Urcte pocet vSetkych 5-cifernych palindrémov delitelnych ¢islom 37.

N3ajdite vsetky Stvorciferné cisla také, ze v jeho zapise su dve rozne cifry, kazda dvakrat, je delitelné 7 a Cislo,
ktoré vznikne otoc¢enim poradia jeho cifier, je tieZ Stvorciferné a je delitelné 7.
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Nech ABCD je Stvorec a E priesecnik jeho uhlopriecok. Podla akej priamky treba Stvorec prelozit, aby bod A
presiel do bodu E?

RieSenie:

Podla osi usecky AE.

Nech ABC je trojuholnik. Najdite vSetky body X také, Ze trojuholniky ABC a ABX maju rovnaky obsah.
RieSenie:

VSetky také body tvoria dve priamky rovnobeZné s AB leZiace v rovnakej vzdialenosti od tejto priamky
ako bod C. Trojuholniky s rovnakou zakladniou maju totiz rovnaky obsah prave vtedy, ked maji rovnaku
vysku.

Lichobeznik rozrezeme pozdiZ uhlopriec¢ky. Ktory zo vzniknutych trojuholnikov ma vaési obsah?

RieSenie:

Ten, ktory obsahuje dlhsiu zakladiiu, pretoze maji rovnaku vysku na zakladne lichobeznika.

Dokazte, Ze priamka prechadzajica priesecnikom uhlopriecok rovnobeznika ho deli na dva zhodné tatvary.
RiesSenie:

RovnobezZnik je stredovo simerny podla svojho stredu a siimerna podla neho je aj lubovol'na nim prechadza-
juca priamka. Preto su podla tohto stredu simerné aj vzniknuté datvary, si teda zhodné.

Dokazte, Ze deltoid, ktory ma dve protilahlé strany rovnobezné, je kosoStvorec.

RieSenie:

Nech ABCD je deltoid taky, Ze |AB| = |BC|, |CD| = |AD| a AB je rovnobezné s CD. Z tejto rovnobeZnosti
vyplyva [¥BAC| = |<ACD|. Trojuholniky ABC a ACD su teda oba rovnoramenné so spolo¢nou zakladriou

AC a s rovnakym uhlom pri zakladni, st teda sti zhodné podla vety usu. Stvoruholnik ABCD ma tak vsetky
Styri strany rovnako dlhé, je to teda naozaj kosostvorec.

Je mozné, aby v situdcii zo sitaznej ulohy nastalo |PB| > |AP|?

RieSenie:

Nie je to mozné, lebo z osovej simernosti podla priamky PR mame |AP| = |PC|. Zaroven PC je prepona
pravouhlého trojuholnika PBC, t.j. jeho najdlhSia strana a PB je jeho odvesna.

Uvazujme situdciu zo zadania stutaznej dlohy s tym, Ze a = 3b = 3. Vypocitajte obsah trojuholnika PBC.
Riesenie:

Pravouhly trojuholnik PBC ma strany diZok x, 3 — x a 1. Z Pytagorovej vety dostaneme (3 — x)? + 1 = x?
a po uprave (kvadratické ¢leny sa odcitajui) x = g Obsah trojuholnika PBC je preto %

Nech ABCD je lichobeznik ABCD s dlhsou zakladiou AB a priese¢nikom uhlopriecok P. Nech obsah troj-
uholnika ABP je 16 a obsah trojuholnika BCP je 10. Vypocitajte obsah trojuholnika ADP.

RieSenie:

Obsah trojuholnika ABC je rovnaky ako obsah trojuholnika ABD, pretoze tieto trojuholniky maji zhodné
zakladne a rovnaku vysku (rovnu vzdialenosti oboch zakladni). Obsah trojuholnika ABC je sucet obsahov

trojuholnikov ABP a BPC, teda 26. Obsah trojuholnika ABD je preto tiez 26. Obsah trojuholnika ADP je
rozdiel obsahov trojuholnikov ABD a ABP, teda je to 10.

Dany je §tvorec so stranou diZky 6. Najdite mnoZinu stredov vietkych priecok $tvorca, ktoré ho delia na dva
Stvoruholniky, z ktorych jeden ma obsah 12. (Priecka stvorca je Gsecka, ktorej krajné body lezia na stranach
Stvorca.)

Riesenie:

60-C-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=371#page=1).

Nech ABCD je $tvorec so stranou dizky 1. Nech K a L st stredy stran DA, resp. DC. Nech P je bod strany AB
taky, Zze |[BP| = 2|AP|. Nech Q je bod strany BC taky, Ze |CQ| = 2 |BQ|. Nech X je priese¢nik useciek KQ



a PL. Obsahy Stvoruholnikov APXK, BQXP, QCLX, LDKX oznacme postupne Sy, Sg, S¢, Sp-
a) Dokazte, ze Sg = Sp.

b) Vypocitajte So — Sy.

c) Vysvetlite, preco neplati S, + Sc = Sz + Sp.

RieSenie:

60-C-I-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=368#page=2).
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Ktoré prirodzené Cisla maji sucet 16 a rozdiel 6?
RieSenie:

Cisla oznaéme a a b. Potoma + b = 16 aa — b = 6, takZe
2a=(@a+b)+(a—b)=16+6 =22,

2b=(a+b)—(a—b)=16—-6 =10,
atedaa=11,b =5.
Nech a, b, ¢ st prirodzené ¢isla také, Ze a + b aj b + ¢ st ndsobky 7. DokaZte, Ze potom aj a — c je nasobok 7.
RieSenie:
Platia — c = (a + b) — (b + ¢), €o je rozdiel dvoch cisel delitelnych 7.
Nech k je neparne prirodzené cislo a a a b st také prirodzené Cisla, Ze a + b aj a — b su nasobky Cisla k.
Dokazte, Ze potom a aj b s nasobky cisla k.
RieSenie:
Zrejme k | (a + b) + (a — b) = 2a. KedZe k je neparne, plati k | a. Potom platiajk | (a + b) —a = b.
Nech a, b, ¢, d, e su prirodzené ¢islataké, zea+b+c,b+c+d,c+d+e ,d+e+a, e+ a+ bstnasobky
11.Dokazte,Zeaja + b + ¢ + d + e je ndsobok 11.
Riesenie:
Plati

(@a+b+c)+b+c+d)+(c+d+e)+(d+e+a)+(e+a+b)=3@+b+c+d+e),

takZze 3(a + b + ¢ + d + e) je delitelné 11. KedZe 3 a 11 st nesudelitelné ¢isla, a + b + ¢ + d + e je ndsobok
11.

V obchode predavali balicky po 15, 30, 45, 85, 120 a 165 guldckach. Bob a Bobek si jeden z balickov kupili
a guldcky si rozdelili tak, Ze Bob ich mal o 17 viac ako Bobek. Ktoré z balickov si mohli kapit?
Riesenie:

ny Y

Oznacme a pocet Bobovych a b pocet Bobkovych gul6¢ok, v balicku teda bolo a + b gul6cok. Aka — b = 17,
¢islo (a — b) + 2a ¢iZe a + b je neparne cislo vacSie ako 17, t. . 45, 85 alebo 165.

Ak tito hodnotu oznacime k, tak

a=%«a+@+{a—@)=%@+1ﬂ,

1
b=k-a=3(k-17),

o su prirodzené ¢isla.

Vyhovuju teda prave pocty 45, 85, 165.

Pre aké dvojice celych ¢isel (k,[) ma sistavaa + b = k, a — b = [ rieSenie v obore celych ¢isel?

Riesenie:

Prave vtedy, ked’ su ¢isla k a [ obe parne alebo obe neparne. Vyplyva to ihned’ z vyjadrenia a = k +1/2,
b=k-1/2.

Dokazte, Ze hodnoty vyrazov 23x + y a 19x + 3y su delitelné ¢islom 50 pre rovnaké dvojice prirodzenych
Cisel (x,y).

RieSenie:

60-C-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=368).



D4 Dané je parne Cislo s vacSie nez 2. Nech a a b su prirodzené ¢isla také, Ze plati a > b, Cislo a + b je delitelné
Cislom s — 1 a Cislo a — b je delitelné c¢islom s + 1.

a)
b)

Urcte najmensSiu moznd hodnotu vyrazu a + b.

Dokazte, Ze obe ¢isla a + 10b aj b + 10a su delitelné ¢islom s? — 1.

RieSenie:

a)

b)

Ukazeme, ze hladana hodnota je 3s — 3. Podla zadania je a + b kladny nasobok s — 1.

Rovnost a + b = s — 1 nemdZe nastat, pretoZe platia + b > a — b apritomzs+ 1| a—b > 0 vyplyva
a—b=>=s+1takieaja+b=>s+ 1.

Vpripadea+b =2(s—1)mamea—b <a+b < 2(s+1),takzes+ 1| a—b.Vzhladomnaa—b >0
to znameng, Ze s + 1 = a — b. Zo sustavy rovnica + b = 2(s —1)aa — b = s + 1 vSak dostdvame
a= %(35 —1Dab= %(s — 3), Co nie su celé Cisla, pretoZe s je parne, a tak 3s — 1 aj s — 3 st neparne
Cisla.

Vpripade a + b = 3(s — 1) mbéZeme uvazovat a — b = s + 1, o vedie na stistavu rovnica+ b = 3(s — 1)
aa—b =s+1.Ztohoa = 2s—1ab = s—2,vzhladom na podmienku s > 2 st to naozaj dve prirodzené
Cisla, pritom zrejme a > b (vyplyva to ajz rovnicea — b = s + 1).

Uplatnenim podmienoks —1|a+bas+ 1| a— bnarovnosti

a+sb=(@+b)+(s—1b=((@—-b)+(s+1)b

dostavame, Ze ¢islo a + sb je delitené oboma ¢fslami s — 1 a s + 1, a teda aj ich si¢inom s> — 1,lebos — 1
as + 1 st neparne ¢isla s rozdielom rovnym 2, teda st nesudelitelné.

Tvrdenie o druhom Cisle b + sa vyplyva podobnym postupom z rovnosti

b+sa=(@+b)+(s—1a=(s+1)a-(a—Db).

3

N1 Urcte vSetky celé ¢isla n také, Zze 7/(n + 2) je celé ¢islo.

N2

RiesSenie:
Cislan+ 2 je celoCiselny delitel' 7,t.j.n 4+ 2 € {1,7,—1,—7}, a teda ekvivalentnen € {-—1,5,-3,—9}.

Urcte vSetky celé ¢isla n také, Ze

a)
b)

c)

n+3,

n-2’
2n+3

’

n-2
n+3
2n+1

celé dislo.

RieSenie:

a)

b)

Plati
n+3 Mm—-2)+5 5
= =1+

n—-2  n-—2 n—-2’

takze g je celé Cislo prave vtedy, ked' je % celé Cislo, ¢o je prave vtedy, ked’
n—2¢€{l,5-1,-5},

t.j.
n€{3,7,1,-3}
Plati
Zn+3 (@n-4)+7 2n-2)+7 P 7
n—-2 n—2 B n—2 B n—2

takze 2:%23 je celé cislo prave vtedy, ked' je n_ZZ celé cislo, Co je prave vtedy, ked’
n—2€{1,7,-1,-7},

t.j.
n€{3,9,1,-5}.



c) Plati

n+3
2n+1

1 2n+3) 1 1 1 5
=3 =—-2n+62n+1=E-(2n+1)+52n+1=5 1+ ,

2n+1 2 2n+1

takze 5> je celé Cislo prave vtedy, ked' je 1 + = parne celé &islo, t. j. = neparne celé ¢islo Co je
2n+1 2n+1 2n+1
prave vtedy, ked
2n+1€{1,5-1,-5},
t.j.
2n € {0,4,—2,-6},
t.j.
n€{0,2,—-1,-3}.
N3 Najdite vSetky rieSenia rovnice ab + a + b = 21 v mnozine prirodzenych ¢isel.
RieSenie 1:
Ekvivalentne plati
ab+a=21-b,
a(b+1) =21-0b,
21-b
b+1’
21-b
b+1’
_22-(b+1)
~ b+1
22
b+1
Odtial' b + 1 musi byt prirodzeny delitel ¢isla 22, takZe ekvivalentne
b+1€({1,2,11,22},

b €{0,1,10,21},

a =

a= 1.

Z ¢oho
(a,b) € {(0,21),(1,10),(10,1),(21,0)},

takze vzhladom na predpokladanu kladnost
(a,b) € {((1,10), (10, 1)}.

RieSenie 2:
Rovnica je ekvivalentna s
ab+a+b+1=22

(a+DB+1)=2-11,
(a+1,b+1)€{(1,22),(2,11),(11,2),(22,1)},
(a,b) € {(0,21),(1,10),(10,1), (21,0)},
takze vzhladom na predpokladanu kladnost
(a,b) € {((1,10), (10, 1)}.

N4 Najdite vSetky kladné prirodzené rieSenia rovnice 6mn — 4n + 3m = 23.

RieSenie:

Rovnicu upravime na tvar (am + b)(cn + d) = e, pricom a, b, ¢, d, e st vhodné celo¢iselné konstanty. Clen

6mn dostaneme ako 3m - 2n, takZe necha = 3a b = 2. Dostavame tak (3m + b)(2n + d) + e = 23. Aby sme
dostali ¢cleny —4n a 3m nech b = —2 ad = 1. Dostavame tak

Bm-2)Cn+1l)=6mn—4n+3m—-2=(6mn—4n+3n)—2=23-2=21=3-7.
KedZe Cinitel 3m — 2 nie je delitelny 3 a je to kladny delitel’ 21, plati ekvivalentne
Bm—-2,2n+1) € {(1,21),(7,3)},
(3m, 2n) € {(3,20),(9,2)},
(m,n) € {(1,10), (3, 1)}.



N5

D1

D2

D3

D4

Uvazujme v sttaznej tlohe obdiznik 20 x 30. Kol’ko useéiek jednotkovej dizky potrebujeme na jeho rozde-
lenie?

RieSenie:

Pocet zvislych useciek je 20 - 29 ¢ize 580 a vodorovnych 19 - 30 ¢ize 570, spolu je to 1150.

N3ajdite vsSetky dvojice celych cisel (m, n) také, Ze hodnota vyrazu

m+3n—1
mn+2n—m-—2

celé kladné ¢islo.

RieSenie:

58-B-1-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=29#page=7).

RovnobeZnik so stranami diZok 2 a 3 ajednym uhlom vel’kosti 60‘1 je mozné rozdelit 13 jednotkovymi tisecka-
mi ako na obrazku na rovnostranné trojuholniky so stranou dlzky 1. Ktoré rovnobezniky s celociselnymi

diZkami stran a jednym uhlom vel’kosti 60° mozno takto rozdelit na rovnostranné trojuholniky so stranou
dizky 1 pomocou 333 jednotkovych tise¢iek?

RieSenie:
DIZKky stran takéhoto rovnobeznika oznaéme a a b, pricom a < b. Plati teda

ab+a(b—1)+b(a—1) =333,

po ekvivalentnej Giprave
(Ba—-1)(3b—1) =1000

z ¢oho ekvivalentne
(a,b) € {(1,167),(2,67),(3,42),(7,17)}.

Najdite vSetky celoCiselné rieSenia (a, b, c), kde a < b < ¢, rovnice
abc+a+b+c=6+ab+ac+bc.
RieSenie:
Rovnicu ekvivalentne upravime na tvar
(@a-1Dh-D(-1)=5

z ¢oho ekvivalentne
(a,b,c) €{(2,2,6),(—4,0,2),(0,0,6)}.

Na tabuli je napisanych 5 (nie nutne réznych) prvocisel, ktorych sucin je 105-krat vacsi ako ich sucet. Urcte
vSetky napisané prvocisla.

RieSenie:

70-A-I-1a (https://skmo.sk/dokument.php?id=3467).

N1

Pavol ma v zoSite nakreslenu $tvorcovu tabul'ku 3 X 3 a chce ju vyfarbit dvoma farbami - bielou a ¢ervenou.
a) Kol'kymi spdsobmi moZe tabul'ku vyfarbit, ak chce mat’ prave 1 ¢erveny Stvorec a 8 bielych Stvorcov?

b) Kol'kymi sp6sobmi méze tabul'ku vyfarbit, ak chce mat' 2 ervené a 7 bielych Stvorcov?

¢) Kolko je celkovo moznosti, ako vyfarbit tabul’ku dvoma farbami?

RieSenie:

a) Cerveny $tvorec moZe byt na 9 miestach, takze spdsobov je 9.

b) Prvy cerveny Stvorec méze byt na 9 miestach, druhy na 8. Kede vSak nezaleZi na poradi tychto $tvorcov,
moznosti je teda 9 - 8 : 2 Cize 36.



N2

N3

D1

D2

D3

¢) Kazdy Stvorec mozno nezavisle od kazdého iného Stvorca zafarbit' 2 sp6sobmi, celkovy pocet zafarbeni
9 $tvorcov je teda 2° ¢ize 512.

Michal ma v zosite nakreslent obdlZnikovii tabulku 3 X 6 a chce ju vyfarbit’ dvoma farbami. Tabul'ku ma
rozdelend na dva zhodné stvorce 3 X 3. Kolkymi sp6sobmi méze tabul'ku vyfarbit, ak chce mat’ v kazdom
z nich 2 ¢ervené a 7 bielych mensich Stvorcov?

RieSenie:

Kazdy zo $tvorcov je podla ilohy N1 mozné vyfarbit 36 sp6sobmi. Kazdi moZnost zafarbenia lavého Stvorca

je mozné skombinovat s kazdou moznostou zafarbenia pravého Stvorca, preto vSetkych zafarbeni je 36 - 36

Cize 1296.

Kol'kymi spésobmi je mozné vpisat jednotky a nuly do tabul'ky 2 x 3 tak, aby kazdy Stvorec 2 X 2 obsahoval

prave 2 nuly a 2 jednotky?

Riesenie:

Vyplnime najskér prostredny stipec. Ak v iom budit 2 nuly alebo 2 jednotky, tak uZ je vyplnenie lavého

a pravého stlpca jednoznac¢né. Takto ziskame 2 mozné vyplnenia. Ak v prostrednom stlpci bude 1 nulaa 1

jednotka, tak v kazdom z dvoch susednych stipcov musi byt aj 1 nulaa 1 jednotka. Pre kazdy stipec tak mame

2 moZnosti, ¢o je spolu 2 - 2 - 2 ¢iZe 8 moZnosti.

Celkovo tak mame 2 + 9 ¢ize 10 sposobov zafarbenia.

Marienka chce usit patchworkovi stvorcovu prikryvku zloZzent z 9 mensich stvorcov modrej alebo bielej far-

by. Prikryvky, ktoré dostaneme otocenim jednej z druhej, povazujeme za rovnaké. Kol'kymi sp6sobmi méoze

prikryvku usit, ak pouZzije

a) 1 modry a 8 bielych Stvorcov;

b) 2 modré a 7 bielych Stvorcov?

RieSenie:

a) Modry mo6Zze byt rohovy Stvorec, Stvorec uprostred strany Stvorca alebo Stvorec v strede, vSetky dalSie
moZnosti uz dostaneme oto¢enim prikryvky. Existuji teda prave 3 spdsoby.

b) V porovnani s ¢astou b) N1 takmer kazdd moznost pocitame 4-krat, lebo po otoceni okolo stredu o 90°,
0180° a0 270° ide stale o tu istd prikryvku. Jedinymi vynimkami st 2 stredovo simerné prikryvky, lebo
sa po otoceni okolo stredu o 180° nezmenia. Tieto 2 prikryvky prispievaji poctom 2 do celkového poctu
36, kazdu zo zvysnych 36 —2- 2 ¢iZe 32 prikryvok zapocitavame 4-krat, je ich teda % Cize 8. Pocet roznych
prikryvok je teda 2 + 8 ¢iZe 10.

Tabul'’ku 4 x 4 vypiiiame jednotkami a nulami. V kaZdom $tvorci 2 X 2 sti 2 nuly a 2 jednotky. Kol’kymi réznymi

spésobmi je mozné tabulku vyplnit?

RieSenie:

Ak st vedla seba 2 jednotky, potom pod nimi a nad nimi musia byt 2 nuly a pod/nad nimi zase musia byt' 2

jednotky. Analogicky, ak su 2 jednotky nad sebou, tak z oboch stran vedla nich musia byt len nuly a tak dale;j.

Z toho uz tiez vyplyva, Ze ak su niekde 2 jednotky alebo 2 nuly vedla seba, tak nemdézu zarovei niekde byt 2
jednotky ¢i nuly pod sebou.

2 z celkového poctu 24 ¢iZe 16 vyplneni prvého riadka su také, Ze sa striedajt jednotky a nuly. Ostatnych
14 potom obsahuje bud’ 2 nuly alebo 2 jednotky vedla seba. Tie vyplnenia prvého riadku, ktoré obsahuju
dve rovnaké cifry vedla seba, majd jednoznac¢né rozsirenie do zvysku Stvorca, pretoze pod jednotkami mu-
sia byt nuly a pod nulami jednotky. Mame teda 14 vyplneni, v ktorych sa vyskytuja 2 rovnaké cifry vedla
seba. Podobne mame dal$ich 14 vyplneni, v ktorych sa vyskytuju 2 rovnaké cifry pod sebou. Zostavaju vy-
plnenia, v ktorych ani jedna z tychto moznosti nenastane. Také su len dve Sachovnicové vyplnenia. Celkom
je pripustnych vyplneni 2 - 14 + 2 cize 30.
Sachovnicovo zafarbent tabul'ku 4 x 4 vypliame jednotkami a nulami. V kazdom z deviatich $tvorcov 2 x 2
je rovnaky pocet nul. Kol'kymi roznymi sposobmi je mozné tabulku vyplnit?
RieSenie:
Tento rovnaky pocet nil moZze byt jedno z cisel 4, 3, 2, 1, 0. Rozoberme pripady:

¢ Nech je tento pocet 4.

V tabul'ke st potom samé nuly, takéto moZnost je prave 1.
¢ Nech je tento pocet 3.

V kazdom zo Styroch rohovych disjunktnych stvorcov 2 x 2 bude prave 1 jednotka, preto do celého Stvorca
potrebujeme umiestnit prave 4 jednotky. V stredovom $tvorci si celkom 4 moznosti, kam umiestnit 1



D4

D5

jednotku. V 8 polickach okolo tejto jednotky musia byt samé nuly a dalSie 3 jednotky je mozné umiestnit
3 sposobmi. Mame teda 4 - 3 ¢iZe 12 mozZnosti.

e Nech je tento pocet 2.
Podla ulohy D2 je pocet moznosti 30.
e Nech je tento pocet 1.
Tento pripad je analogicky pripadu s poc¢tom 3, len sa vymenia tlohy ntl a jednotiek.
e Nech je tento pocet 0.
Tento pripad je analogicky pripadu s po¢tom 4, len sa vymenia tlohy ntl a jednotiek.
Vsetkych moznostije teda1l + 12 + 30 + 12 + 1 CiZe 56.

Tomas postupne niekol'’kokrat vyplnil tabulku 5 X 4 tak, Ze v kazdom Stvoréeku 2 X 2 bolo kazdé z ¢isel 1,
2, 3, 4 prave raz. Po kazdom vyplneni si zapisal sucet vietkych ¢isel v tabul’ke. Kol'ko najviac réznych stuctov
mohol takto ziskat?

Riesenie:

Sucet &isel v prvych 4 stipcoch je vidy 4 - (1 + 2 + 3 + 4), zaujima nas preto iba posledny stipec. V fiom nie je
mozné, aby boli dve rovnaké ¢isla vedla seba. Sticet &isel v poslednom stipci bude preto aspoti 2-1+2- 2 Cize
6 anajviac 2-4+2-3 Cize 14. Dosiahnut mozno kazdy zo suctov od 6 do 14: (1, 2,1, 2) dava 6, (1, 2,1, 3) dava
7,(1,3,1,3)dava 8, (1,3,1,4) dava 9, (1,4, 1,4) dava 10, (2,4, 1,4) dava 11, (2,4, 2,4) dava 12, (2,4,3,4)
dava 13, (3,4, 3,4) dava 14. Kazdé z uvedenych vyplneni posledného stlpca je mozné doplnit do vyplnenia
celej tabul'ky. Existuje teda 9 r6znych suctov.

Oznacme m pocet vSetkych moznych vyplneni tabul’ky 3 X 3 navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do
9. Dalej oznaéme n pocet tych vyplneni, kde st navyse stéty véetkych ¢isel v kazdom riadku aj stipci neparne
Cisla. Urcte hodnotu n : m.

RieSenie:

72-B-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4362#page=1).

N1

N2

N3

N4

D1

Nech ABC je trojuholnik. Ozna¢me K, L, M postupne stredy jeho stran AB, BC, CA. Dokazte, Ze taznica KC
rozpoluje strednu priecku LM.

RieSenie:

Ozna¢me N stred strednej prie¢ky ML. KedZe |AC| = 2 |MC|, |BC| = 2|LC|a|AB| = 2 |ML|, pri¢om posled-
na rovnost vyplyva z vlastnosti strednej priecky, trojuholnik MLC je podobny trojuholniku ABC s koeficien-
tom podobnosti 2. Opéat z vlastnosti strednej priecky je ML rovnobezna s AB, navySe plati |*BAC| = |<LMC|
atiez |¥AKC| = |«MNC| (suhlasné uhly na rovnobezkach). Preto trojuholnik MNC je podobny trojuholniku
AKC s koeficientom podobnosti 2 podla vety usu. Z toho uz vyplyva, ze |AK| = 2 [MN|, ¢o sme mali dokazat.
Nech ABCD je rovnobeznik. Oznac¢me S priesecnik jeho uhlopriecok. Dokazte, Ze rovnobezka so stranou AB
prechadzajica bodom S pretne stranu DA v jej strede.

Riesenie:

Uhlopriecky v rovnobezniku sa rozpoluji. Rovnobezka so stranou AB prechadzajica bodom S obsahuje
strednu priecku trojuholnika ABD, preto pretne stranu DA v jej strede.

Nech ABCD a ABEF su dva rovnobezniky s rovnakou zakladnou a rovnakou vyskou lezZiacou v rovnakej
polrovine urcenej priamkou AB. Nech S a R su postupne priesecniky ich uhlopriecok. Dokazte, ze RS je
rovnobezna s AB.

RieSenie:

Trojuholniky ABR a ABS majud rovnaku vysku na zakladiiu AB, a to polovi¢nu oproti vySke rovnobeZnikov.
To vyplyva napr. z tlohy N2: Rovnobezka s AD prechadzajtica bodom S pretne tsecku AB v bode X, ktory
rozpoluje AB. Teda trojuholniky ABD a XBS st podobné v pomere 2 : 1 a to je aj pomer ich vysok.

Nech ABC je trojuholnik, D je stred strany AB trojuholnika ABC a E bod jeho strany AC taky, Ze |AE| = 2 |CE]|.
Oznacme F priese¢nik priamok BE a CD. Ukazte, Ze plati |BE| = 4 |EF]|.

RieSenie:

Oznaéme M stred tisec¢ky AE. Usec¢ka EF je strednou prieckou trojuholnika CMD a tise¢ka MD je strednou
prieckou trojuholnika ABE. Odtial’ uz vyplyva dokazované tvrdenie.

Nech ABCD je Stvoruholnik a K, L, M, N postupne stredy stran AB, BC, CD, DA. Dokazte, Zze KLMN je rovno-
beznik.



RieSenie:
Usecky KL a MN st stredné prie¢ky trojuholnikov ABC a CDA, st preto zhodné a rovnobeZné. Analogicky
st zhodné a rovnobezné tisecky LM a KN.
D2 Nech ABCD je lichobeznik. Stred jeho zdkladne AB ozna¢me P. Nech K je bod usetky AD a L, M, N postupne
priese¢niky useciek PD, PC, BC s rovnobezkou so zakladiiou AB cez K.
a) Dokaite, Ze |[KL| = |[MN].
b) Urcte polohu bodu K na tsecke AB tak, aby platilo aj |[KL| = |LM]|.
RieSenie:
60-C-1-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=368#page=7).
D3 Nech ABCD je lichobeZnik so zakladiiami AB a CD s dizkami 18, resp. 6. Nech E je bod strany AB taky, Ze

2 |AE| = |EB|.Nech body K, L, M, ktoré st postupne taziskami trojuholnikov ADE, CDE, BCE, tvoria vrcholy
rovnostranného trojuholnika.

a) Dokazte, Ze priamky KM a CM zvieraju pravy uhol.

b) Vypoditajte dizky ramien lichobeZnika ABCD.

RieSenie:

60-C-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=389#page=2).

N1 Cislo 49 je rovné stictu svojho ciferného stic¢inu a svojho ciferného sactu: 49 = 4 - 9 + (4 + 9). Kol'ko dvoj-
cifernych cisel ma tito vlastnost?

RieSenie:
Lubovolné dvojciferné ¢islo mézeme zapisat ako 10a + b, pricom a je nenulova prva cifra a b druha. Plati
tedaab +a+ b = 10a + b, ekvivalentne a(b —9) = 0, ¢ize b — 9 = 0, t.j. b = 9. RieSenim je teda 9 ¢isel 19,
29, 39,49, 59, 69, 79, 89, 99.

N2 Nijdite vSetky rieSenia rovnice 11x = 7y v mnoZine prirodzenych ¢isel.
RieSenie:
KedZe 11 deli 7y a ¢isla 11 a 7 st nesudelitelné, 11 deli y. Existuje teda prirodzené Cislo k také, ze y = 11k.
Potom 11x = 7 - 11k, takze x = 7k. Vyhovuju teda prave dvojice (7k, 11k), kde k je prirodzené Cislo.

N3 Dvojciferné ¢islo s nenulovymi ciframi nazveme stvorcové prave vtedy, ked pripocitanim ¢isla s obratenym
poradim cifier dostaneme druhtl mocninu prirodzeného ¢isla. Kol'ko Stvorcovych Cisel existuje?

Riesenie:

Stvorcové ¢islo zapi$me v tvare 10a + b, kde a a b sti cifry a a # 0. Cislo s vymenenymi ciframi je 10b + a,
takZe uvaZovany sucetje (10a+b) + (10b+a) ¢iZe 11(a+b). KedZe je to druhd mocnina prirodzeného ¢isla,
plati1l | a+ b.KedZevSsak2 < a+b < 18,platia+ b = 11. Preto 10a + b € {29,38,47,56, 65,74, 83,92},
pricom kazdé z tychto cisel vyhovuje. Je ich teda 8.

D1 N4jdite najvacsi 5-ciferny palindréom delitelny ¢islom 101.
Riesenie:
52-B-S-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=267).
D2 Urcte pocet vsetkych 5-cifernych palindrémov delitelnych cislom 37.
Riesenie:
53-A-1I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=254).

D3 Najdite vsetky Stvorciferné Cisla také, Ze v jeho zapise su dve rozne cifry, kazda dvakrat, je delitelné 7 a ¢islo,
ktoré vznikne otocenim poradia jeho cifier, je tieZ Stvorciferné a je delitelné 7.

RieSenie:
58-C-I-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=30#page=3).

Slovenska komisia Matematickej olympiady
Vydal: NIVaM - Narodny institit vzdelavania a mladeze, Bratislava, 2024



