MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie A

1 Nech pre reélne ¢isla a a b majt vyrazy a® + b a b? + a rovnaka hodnotu. Ak4 najmensia moZe tato hodnota byt?

(Patrik Bak)

RieSenie 1:
Oznacme s spolo¢nd hodnotu oboch vyrazov. Potom

2s=(a*+b)+(a+b?)=(a®+ +1+ bz+b+1 L +12+b+12 b, 1

s=@Hbh+@+b)=la"+aty 4)"27\%"2 2) T2°72
takze s > —%. V pouzitych odhadoch nastava rovnost prave vtedy, ked a = b = —%. Vtedy naozaj plati, Ze oba
2
vyrazy majui rovnakd hodnotu (—%) + (—%) Cize —i.
Poznamka:
Z uvedeného postupu dokonca vyplyva, Ze pre [ubovolné realne ¢isla a a b plati nerovnost
1
max (a? + b,b% + a) > 7
pricom rovnost nastane v jedinom pripade, ked a = b = —%.
RieSenie 2:
Podla zadania plati a? + b = b? + a. Z toho dostaneme
0=(a?+b)—(b>+a)=(a®?-b%)—(a—b)=(a—Db)(a+b—1).
Rozoberme pripady:
e Necha—b =0,t.j.a=b.
Oba vyrazy teda maji hodnotu a? + a. Doplnenim na $tvorec ziskame
a’+a= 0L2+a+1 L 0L+12 !
B 4) 4 2 4’
KedZe druha mocnina reédlneho ¢isla je nezdpornd, minimum nastane prave v pripade b = a = —% a jeho

hodnota je —%.
e Necha+b—-1=0,t.j.b=1-a.
Potoma?+b = a?+(1—a)arovnakob?+a = (1—a)?+a = (1 — 2a + a?)+a = a?+(1—a). Doplnenim

na Stvorec ziskame )
Z—a+1=|a*- +l +§— ! +E
a‘—a =|a a 2 i a > 7

. . ; 3y L 1
Minimum je v tomto pripade 5 Coje viac ako —7
Poznamka:

Namiesto doplnenia na Stvorec je moZné vyuzit zndme vlastnosti kvadratickej funkcie: Ako vieme, v pripade
kladného koeficientu a funkcia f, kde f(x) = ax? + fx + y, nadobuida minimum v —/(2«) a toto minimum je
—B?%/(4a) + y. Napriklad v prvom pripade vyssie ide o funkciu f, kde f(a) =1-a? +1-a+0,tedaa =4 =1
ay = 0.]ej minimum je preto —1/4 a nastava v pripaede a = —1/2.

2 Hracie kocky (rovnaké velkostou aj rozmiestnenim cisel) k sebe prikladdme bo¢nymi stenami tak, aby boli
uloZené do tvaru Stvorca l'ubovolnej vel'kosti a aby vZdy na dvoch priliehajticich bo¢nych stenach boli rovnaké
¢isla. Kol'’ko najviac réznych c¢isel sa moze vyskytnat na hornych stenach kociek?

(Martin Panak, Josef Tkadlec)



RieSenie:
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze kocky st ocislované tak, Ze ¢isla 1, 2, 3 st na susednych stenach
v smere chodu hodinovych ruciciek a Ze na kazdych dvoch navzajom protilahlych stenach su ¢isla so suctom 7.

Ak x € {1, 2, 3}, tak x-riadkom bude nazyvat riadok Stvorca, ktorého prva kocka zlava ma na lavej stene ¢islo x
alebo 7—x. Podobne budeme x-st[pcom rozumiet stipec $tvorca, ktorého prva kocka spredu ma na prednej stene
Cislo x alebo 7 — x. VSimnime si, Ze na stenach kociek x-riadku, resp. x-stipca, ktoré su kolmé na jeho pozdiinu
0s, sa striedaju Cislax a7 — x.

Dalej si viimnime, Ze ak sa v celej zostave vyskytne nejaky x-riadok, neméze sa v nej vyskytovat Ziadny x-stipec,
pretoZe kocka v tomto riadku a tomto stlpci by mala dve steny s ¢islom x. Rozoberieme teraz dva pripady:

e Nech existuje x z {1, 2, 3} také, ze vSetky riadky st x-riadky.
Potom sa na hornych stenach kociek nevyskytuju ¢isla x ani 7 — x, takZe st tam najviac 4 rozne ¢isla.

e Nech neexistuje x z {1, 2, 3}, Ze vSetky riadky su x-riadky.
Potom existuju rozne yazz {1,2, 3} také, Ze niektory rigdok je y-ria}dok a niektory riadok je z-riadok. Ziadny
stlpec preto nie je y-stlpec ani z-stlpec, takze vSetky stlpce st w-stlpce, kde w je také, Ze {y, z, w} = {1, 2, 3}.

To znamen4, Ze na hornych stenach kociek sa nevyskytuju ¢isla w a 7 — w, takZe aj v tomto pripade st tam
najviac 4 rozne cisla.

Zostava uviest priklad Stvorca kociek, v ktorom sa na hornych stenach vyskytuja 4 rozne ¢isla. Jeden je na
obrazku:

Poznamka:

Nie je tazké si rozmysliet, Ze dokonca pre kazdé n vicsie neZ 1 je mozné n? kociek usporiadat do $tvorcan X n
tak, aby sa na hornych stenach vyskytovali 4 rézne Cisla. Napriklad v pripade n = 5 je mozZné kocky vyskladat
ako na obrazku tak, aby riadky boli striedavo 1- a 2-riadky s po¢iatoénymi &islami 1, resp. 2 a vietky stipce boli
3-stipce s pociato¢nymi éislami 3. Na hornych stenach v neparnych riadkoch sa potom budu striedat’ ¢isla2 a5
a v parnych riadkoch ¢isla 6 a 1.

126 5126512°¢6
rs s
26 51265 12%6°35
it odotod
1265126051 2°¢6
Lol gt gl 51 5|

N3jdite najvacsi pocet roznych prirodzenych cisel so stictom 2024 takych, ze kazdé z nich okrem najmensieho
je ndsobkom suctu vsetkych od neho mensich.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Oznactme ¢isla ay, ..., ap, pricom a; < -+ < a,, aprekazdékz{l,..,n} nechs, = a; +---+ay. Zo zadania vieme,
Ze s, = 2024. Navyse pre kazdé k z {1, ..., n— 1} plati sy | ar,q,atedaplatiaj sy | axy1 + Sk = Sk41- Postupnost

(51, .., Syn) je preto postupnostou kladnych delitelov ¢isla 2024, z ktorych kazdy dalsi delitel je nasobkom toho
predchadzajuceho.

KedZe pre kazdé k z {1, ..., n — 1} je Cislo s, nasobkom cisla s a je vacsie ako si, musi vo svojom rozklade na



prvocinitele obsahovat aspon jedného prvocinitela navyse oproti rozkladu cisla sy.
Plati 2024 =2-2-2-11- 23, ¢islo 2024 teda obsahuje vo svojom rozklade 5 prvocinitelov, a preto sa v postup-
nosti (s, ..., Sp) sa moZe vyskytnat najneskor na 6. mieste. Tento pripad pritom nastane prave vtedy, ak sucet s;
nema ziadneho prvocinitela, teda s; = 1, a kazdy dalsi sicet s34 ma prave o jedného prvocinitela viac ako pred-
chadzajuci sucet sy.
Zostava dokazat, Ze vyhovujucich 6 Cisel existuje. Zodpovedajuci priklad skonsStruujeme pomocou tivah vyssie.
Nech napriklad (s, S, S3, 54, S5, 56) = (1,11, 22,44, 88, 2024). Z toho

(aq,a5,a3,a4,as5,a6) = (51,52 — S1,53 — S2,S4 — S3,55 — S4,S¢ — S5) = (1,10,11, 22, 44,1936),

¢o naozaj vyhovuje zadaniu.
Poznamka:

Existuje celkom 8 vyhovujucich prikladov 6 cisel:
(1,10,11,22,44,1936),

(1,10,11,22,968,1012),
(1,10,11,484,506,1012),
(1,10,242,253,506,1012),
(1,22,23,46,92,1840),
(1,22,23,46,920,1012),
(1,22,23,460,506,1012),
(1,22,230,253,506,1012).
Tieto Sestice vzniknu zo vSetkych vyssie opisanych postupnosti delitelov, kde (iba) pripad s, = 2 su vylucené,
pretoZe potom by platilo a; = a, = 1.
RieSenie 2:
Oznacme ¢isla a4, ..., a,, priCom a; < -+ < a,.Prekazdéiz{1,..,n — 1} nech k; je také, Ze
a1 = ki(ag + - + ay).

Matematickou indukciou dokazeme, ze aki € {1, ...,n — 1}, tak

ai =ki_1(1+ ki) (1 +kyay

a;++a;=Q+ki_)A+kiy) - (1+kay.
1. a, = ka4 podla oznacenia.

2. Nechi < n—1anech
ai=ki_1(1+ki_)(1+k)a,

a
‘11 + e 4 al’ = (1 + kl—l)(l + ki_z) oo (1 + kl)al.
Potom
Qi1 = ki(ag ++a) = k(L + ko)) (L + ki) (1 + ky)ay
a
a, + -+ a; + aiyq
=Q+ki) - A+ka + k(L +ki—q) (1 +kay
=1 +k)A+ki—)-(1+kyay.

Plati teda

a1 + -+ an = (1 + kn—l) (1 + kl)al'

Kazda zn — 1 zatvoriek na pravej strane je prirodzené ¢islo vacsie ako 1. Zaroveri lava strana je zo zadania rovna
2024, pricom 2024 = 2-2-2-11- 23, takze 2024 ma 5 prvocinitelov. Zatvoriek na pravej strane moZe byt preto
najviac 5,tedan — 1 < 5, ¢izen < 6.

Existencia vyhovujucich 6 ¢isel sa ukaze ako v 1. rieSeni.




4 Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |AB| = 13, |BC| = 14, |CA| = 15. Jeho posunutim o vektor dizky 1 vznikne
trojuholnik A’'B’C’. Urcte najmens$i mozny obsah prieniku trojuholnikov ABC a A'B'C’.
(Tomas Barta)
RieSenie:
V celom rieée,ni budeme vyuzivat to, Ze dany trojuholnik ABC je ostrouhly a Ze ktorakolvek jeho vyska je vacsia
ako zadana dlzka posunutia (rovna 1). Tieto (intuitivne zrejmé) tvrdenia overime aZ na tiplnom konci priamym
vypoctom.

Na obrazku je Sestuholnik zloZeny zo 6 kdpii toho istého trojuholnika ABC. Podla vykreslenych vektorov je zre-
jmé, Ze nech vyberieme vektor posunutia akokolvek, a umiestnime ho do vhodne zvoleného vrchola trojuhol-
nika, bude koncovy bod tohto jeho umiestnenia lezat bud’ v niektorom uhle trojuholnika, alebo v uhle k nemu

vrcholovom (Cervené vektory do vrchola 4, zelené do vrchola B a modré do vrchola C).
/

N /
A \A’ /
\

A’ A

B 7 \C B’ 7 \C’
B’ c’ B C

Pripadom vrcholovych uhlov sa nemusime zaoberat, pretoZe vysledny prienik dvoch trojuholnikov sa nezmeni,
ak namiesto postivania pévodného trojuholnika ABC o dany vektor posunieme vysledny trojuholnik A'B’C’
o vektor k nemu opacny.

Zamerajme sa teraz na pripad, ked vektor posunutia AA’ (zadanej dizky 1) leZi v uhle BAC (zvy$né pripady,
ked BB' lezi v uhle ABC, resp. ked’ CC’ lezi v uhle BCA, st analogické). KedZe plati |4; BC| > 1, prienikom
trojuholnikov ABC a A’ B'C' bude trojuholnik A’XY,kde X aY st body na strane BC také,ze A’X || ABaA'Y || AC:



AI

By AN
B’ c’

Vdaka rovnobeZnostiam stran je trojuholnik A’ XY podobny trojuholniku ABC, a ma preto najmensi mozny obsah
prave vtedy, ked’ ma najkrat$iu moznu vysku z vrcholu A'. Tato vy$ka najkrat$ia, ked' vektor posunutia AA’ je
kolmy na stranu BC. Vtedy je vy$ka z vrcholu A’ v trojuholniku A’ XY rovna |A; BC|— 1. Trojuholniky A'XY a ABC

. . s V- ol 1 . v oy o
su teda podobné s koeficientom podobnosti ﬁ Cize 1 — e tak pre najmensi moZny obsah prieniku
; iB(
y , . 1
v uvazovanom pripade dostavame hodnotu S(ABC) - (1 - IA'BCI) .

Podobne v pripadoch, ked' v trojuholniku ABC leZi vektor BB’, resp. vektor CC’, dostaneme pre najmensiu
2 2

moznu hodnotu obsahu prieniku vyjadrenia S(ABC) - (1 — ﬁ) ,resp. S(ABC) - (1 — |c-1143|) . Z nerovnosti

|AB| < |BC| < |CA| zrejme vyplyva |C; AB| > |A; BC| > |B; CA|, a preto najmensia z najdenych troch minimal-

2
nych hodnot je hodnota S(ABC) - (1 - @) .

Podla Herénovho vzorca plati

S(ABC) =/s(s — [BC)(s — |CAl)(s — |AB),

kde s = %(IBCI +|CA| +|AB|) = 21, takze S(ABC) =v/21-8 - 7 - 6 = 84.Zo vztahu S(ABC) = §-|CA| -|B; AC|
2-84

potom dostavame |B; AC| = = = 5?6. Tym sme tiez overili, Ze najkratsia vyska |B; AC| je dlhsia ako 1. To, Ze

trojuholnik je ostrouhly, vyplyva z nerovnosti 15% < 132 + 142 (vdaka kosinusovej vete potom oproti najdlhsej
strane AC lezi uhol s kladnym kosinusom). Z toho dostavame

S(ABC) - (1 ! 2—84 1 > —7803*6967
(4BC) |B;CA|) 56 112 T

Samo nastupil na prizemi nekonetne vysokého mrakodrapu do zvlastneho vytahu. Su v fiom tlacidla 0, 1, 2
a tak dalej. Po prvom stlaceni tlacidla p6jde vytah nahor a po kazdom dalSom péjde vzdy opacnym smerom
ako naposledy, pri¢om po stla¢eni tla¢idla k sa posunie vZdy o 2¥ poschodi. Navy$e kazdé dalsie stlacené tlacidlo
musi mat mensie ¢islo ako to predoslé. Dokazte, Ze pre lubovolné kladné n sa Samo moéze dostat na n. poschodie
prave dvoma rdéznymi postupmi.

(Morteza Saghafian)
RieSenie 1:
Oznacme t prvé tlacidlo, ktoré Samo stlaci. Pre t z {0, 1, 2, 3} m6Zeme vypisat vSetky moZné postupy, ktoré méze
Samo pouzit, a poschodia, v ktorych skon¢i. Dostaneme nasledujici zoznam (pri danom t postupy usporiadame
podla poctu pouzitych tlacidiel):

e t=0:
o« 20=1.
e t=1:
o 21 =2,
e 21 -20=1,
e t=2:
o 22 =4,
0 22-21=2
22 -20=3,

«22-21420=3



o t=23:

. 23=8’

e 2322 =3,
28— 2l =,
23 —20=7,

o 23 -22 421 =,
23 -22420=5,
23 -214+20=7,
0 2322421 -20=-5,
Tieto ,malé“ pripady nds méZu viest k domnienke, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo t plati nasledujtce tvrdenie:

Ak Samo pouZije len tlacidld mensie alebo rovnaké ako t, méZe sa dostat na kazdé z poschodi 1, ..., 2t — 1 prdve
dvoma spbésobmi a dalej len na poschodie 2t prdve jednym spésobom.

Po tom, ako domnienku dokdZeme, Gloha bude zrejme vyrieSend. Na dékaz domnienky pouzijeme matematicka
indukciu. Pre najmensie hodnoty t z {0, 1, 2, 3} sme tvrdenia overili vyssie.

Predpokladajme teraz, Ze tvrdenie plati pre nejaké pevné t také, ze t > 3, a dokdzme, Ze potom plati aj pre t + 1.
S tymto cielom uvazime vsetky postupy, ked’ Samo pouzije len tlac¢idla mensie alebo rovnaké ako t + 1. RozliSime
ich podla toho, ¢i pouzivaju tlacidlo t + 1 a ¢i okrem neho pouZivajui aj nejaké iné tlacidlo.

e Pomocou postupov, ktoré tlacidlo t + 1 nepouzivaju, sa podla indukéného predpokladu Samo dostane na
kaZdé z poschodi 1, .., 2¢ — 1 prave dvoma spdsobmi a navyse na poschodie 2¢ prave jednym spésobom.

e Ak Samo stlaci tlacidlo t + 1 a po nom eSte aspon jedno dalSie, po prvom stlaceni bude nasledovat I'ubovolny
z postupov vyhodnotenych vyssie. Pri niom sa vSak na rozdiel od povodného postupu otocia vSetky smery
chodu vytahu, takZe ak pévodny postup viedol na poschodie p, novy postup povedie na poschodie 2t*1 — p.
Pomocou v$etkych tychto novych postupov sa tak Samo méZe dostat’ na kazdé z poschodi 261 — 1, 2t+1 —
2,201 — (2t = 1), ¢oje 2t + 1, prave dvoma sposobmi a navySe na poschodie 21 — 2t ¢ize 2¢ prave jednym
sposobom.

o Ak Samo stladi len tlacidlo t + 1, dostane sa na poschodie 2¢%1,

Celkovo sme dokazali, Ze Samo sa médZe dostat prave dvoma spdsobmi na kazdé z poschodi 1, ..., 2¢ — 1 (prvy
pripad), 2¢ (prvé dva pripady), 2t +1, .., 2871 — 1 (druhy pripad) a navyse prave jednym spdsobom na poschodie
2t*1 (treti pripad).

Tym je dokaz matematickou indukciou ukonceny.

Poznamka:

Moznych domnienok, ktoré mozno odpozorovat a nasledne dokdzat matematickou indukciou, je viac. Naprik-
lad: Ak Samo zacne stlacenim tlacidla t, kde t > 1, méZe sa dostat na kazdé z poschodi 2t=* a 2t prdve jednym
spésobom a navyse na kazdé z poschodi 2t~ + 1, .., 2t — 1 prdve dvoma spésobmi..

RieSenie 2:

V tomto rieSeni budeme pracovat’ so zapismi ¢isel v dvojkovej sistave.

Najskor rozoberme pripad, ked' Samo stla¢i dokopy pdrny pocet tlacidiel, teda po poslednom stlaceni vytah
pojde nadol. Konkrétne po stlaceni 2k tlacidiel postupne s ¢islami aq, by, ..., ax, by, pricom podla zadania a; >
by > a, > b, > -+ > ay > by, skondi vytah na poschodi s ¢islom n, kde

n=(2% —2b1) 4 ... + (2% — 2bx).
Pozrime sa na zapis tohto cisla v dvojkovej sustave. Plati
2% — 2bi = 2ai=1 4 pai=2 4 ... 4 2bi

takze ide o Cislo, ktoré ma v dvojkovej ststave jednotky prave na pozicidch b; az a; — 1.V zapise ¢isla n tak vSetky
jednotky vytvoria k stuvislych dsekov s poziciami (a; — 1, ..., by), (a, — 1, ..., b3), .., (ap — 1, ..., b). Pritom kazdé
dva tieto susedné useky budu oddelené aspon jednou nulou, lebo medzi poziciami b; a a;,; — 1 je vZdy aspon
pozicia a; 1. Ak teda Samo ma stlacit parny pocet tlacidiel, m6Ze sa na dané poschodie n, kde n > 1, dostat vzdy
prave jednym spésobom: Cislo n zapi$e v dvojkovej stistave, v zapise najde ¢o najdlhsie stvislé tiseky jednotiek
zlava postupne (a; — 1, ...,by), (ay — 1, ..., by), .., (ap — 1, ..., by). a postupne stlaéi tlacidla a4, by, ..., ay, by.
Napriklad pre poschodie 58 ¢iZze (111010), takto najde dva tseky (5,4,3) a (1), takzea; = 6,b; = 3,a, = 2,
b, = 1,a potom postupom (a4, by, a,, b,) ¢iZe (6,3, 2,1) sa naozaj dostane na poschodie 26 — 23 + 22 — 21 ¢ize
58.

Podobne v druhom pripade, ked’ Samo stlaéi nepdrny pocet tlacidiel, povedzme s ¢islami a4, by, ..., ag, by, 41,
pricom podla zadania a;, > by > a, > b, > -+ > a; > b, > Ag,1, skonci na poschodi s ¢islom n, kde



n= Zif:l (2‘“ — Zbi) + 2%+1, ktoré ma v dvojkovej sistave jednotky na isekoch pozicii (a; — 1, ... b;) a na pozicii
ay+1 (vSade inde ma nuly, menovite aspoil jednu medzi kazdymi dvoma susednymi Gsekmi jednotiek z prvych
k usekov). Kazdé n, kde n = 1, je moZné v uvedenom tvare zapisat prave jednym spésobom - ako a,; musi
Samo zvolit poziciu prvej jednotky sprava v dvojkovom zapise Cisla n, tito jednotku prepise na nulu a dalej uz
postupuje ako vyssie v pripade parneho poctu tlacidiel. Aj tu je teda prave jeden mozny postup. Napriklad pre
poschodie 58 Cize (111010), Samo prepisSe na nulu jednotku na pozicii 1, najde jediny tusek jednotiek (5, 4, 3),
takZe k = 1a a4, = 1,a potom sa postupom (ay, by, a,) ¢ize (6, 3, 1) naozaj dostane na poschodie 26 — 23 + 21
Cize 58.

Poznamka:

Z tohto riesenia vyplyva, Ze dva mozné postupy, akymi sa Samo dostane na poschodie s danym ¢islom n, koncia
stla¢enim toho istého tlacidla a, raz pre pohyb o 2 poschodi nahor, druhykrat pre taky pohyb nadol. Navyse
plati, Ze 22 je najvac¢sia mocnina 2, ktora dané cislo n deli. Odtial vyplyva, Ze oba postupy pre dané n je mozné
postupne konStruovat' ,odzadu” bez toho, aby sme vopred urcili dvojkovy zapis ¢isla n. Napriklad pre ¢islo 58,
ktoré je delitelné 21, nie vSak 22, cela konstrukcia pre neparny pocet stlaceni tlacidiel (posledny pohyb bude
o 2! poschodi nahor) bude vyzerat takto: 58, 58 — 21! ¢iZe 56, 56 + 23 CiZe 64, 64 — 2° Cize 0 a pre parny pocet
stladeni tla¢idiel bude mat tvar 58, 58 + 21 ¢ize 60, 60 — 22 ¢&ize 56, 56 + 23 Cize 64, 64 — 2° ¢ize 0. Hladané
skupiny tlacidiel teda sa (6,3,1) a (6,3,2,1).

Dodajme, Ze tito poznamku nemozno povazovat za Uplné rieSenie — napriklad by este bolo potrebné zdovodnit,
Ze pouzitim uvedeného postupu ,odzadu” nikdy nezidjdeme do podzemia a Ze po konecne vela krokoch naozaj
dbéjdeme na prizemie.

Prvé tvrdenie je moZné zdovodnit napriklad tak, Ze z ktoréhokolvek poschodia s kladnym ¢islom 2 - [, kde [ je
neparne ¢islo, sa pohneme len o 2! poschodji, teda skon¢ime na poschodi s ¢islom aspoii 2 - I — 2E, &o je aspori
2t — 2t ¢ize 0. Druhé tvrdenie je moZné zddvodnit réznymi spésobmi - napriklad je mozné indukciou dokazat,
7e ak za¢iname konstrukciu odzadu na poschodi n a plati n < 2%, tak nikdy nenavstivime poschodie s ¢islom
vac$im ako 2¥. Z toho potom vyplyva poZadované tvrdenie. Ked%e sa totiZ v kazdom kroku posunieme o viac
poschodi nez v predchadzajicom kroku, po kone¢nom pocte krokov takto déjdeme bud’ na prizemie, alebo na
poschodie s ¢islom 2% (a z neho nasledne na prizemie).

RieSenie 3:
Postlacané cisla tvoria vSade klesajicu postupnost’ prirodzenych cisel. Ak je to (ay ..., a), tak vytah stipne
z prizemia na n. poschodie, prave ked’

n=2% — 2% 4 ... 4 (—1)k*120%,

Mnozinu vSetkych vSade Klesajticich postupnosti prirodzenych ¢isel oznacme K. Na tejto mnozine definujme
funkciu f tak, ze

f((by, ..., b)) = 201 — 2b2 4 4 (—1)k+1 2Dk,
Ukazeme, Ze obor hodnot funkcie f je mnozina vSetkych prirodzenych cisel, pricom kazda hodnota okrem 0
sa vysKkytne prave 2-krat.
Plati f (()) = 0,a ak (b4, ... by) € K, kde k je kladné prirodzené ¢islo, tak plati

f((by, ..by)) = 201 — 2b2 4 o 4 (—=1)*H12bk > 201 — 22 — ... — 2Dk = 21 — (2K 4 ... 4 2D2)

2b1 —1 201 -1
=2b1_
2—-1

> 2b1 — (20 4 oo 4 20171) = 201 — =2k —(2hr-1)=1>0.

Hodnoty f st teda prirodzené cisla.
Ak (by, ... by, ¢4, ...,cp) € K, tak (by, ... by), (cy, ...,cp) eXa
f ((bl, by, cq, ...,cp))
— 2b1 _ 2b2 4o+ (_1)k+12bk + (—1)k+2C1 + (—1)k+3C2 4o+ (_1)k+p+lcp
= (201 — 2b2 4 o 4 (—1)FHI2DK) 4 (—1)F (261 — 2% 4 o + (—1)FH120K)
= f ((bl! bk)) + (_1)k+1f ((Cl' vy Cp)) ’

¢o je v pripade p > 0 roézne od f ((by, ... by)).
Specialne teda

f((brcrsrcp)) = £ ((B1)) = f ((c1, s ) < £ ((B1)),

pricom rovnost sa nadobuda prave v pripadep = 0, a

f ((bpbz' €1, ---,Cp)) = f((b, b)) + f ((Cl: s Cp)) = f((by,b2)),



pricom rovnost sa nadobuda prave v pripade p = 0.

Ukazeme, ktoré rézne postupnosti maju rovnaké hodnoty: Nech (by, ... by, ¢y, ..., ¢p) @ (by, ... by, dy, ..., dg) st
rézne prvky K a nech
f((by, by c1y s 6p)) = f((By, - biydy, ., dy)) -

Podla vys$Sie dokazanej vlastnosti st potom p a g kladné. Bez ujmy na vSeobecnostinech ¢; > dy,t.j.c; = d; +1.
Potom ekvivalentne

f by, b)) + (~DEF (€1, s p)) = £ ((by, b)) + (—D¥F (@, o)),
(D5 (e s ) = (“DFf (A, - dg)),
f((cqyercp)) = F((dy, -, dy)).
Rozoberme pripady:

e Nechp =1.

Potom

24 = £ ((dy, .., dg)) < f((dy)) =2 <2671 < 29,

o je spor.

Tento pripad teda nenastava.
e Nechp > 2.

Potom

2671 =20 2071 <29 -2% = f ((¢1,62)) < f ((c1, 1 6p)) = f ((dy s dg)) < f ((dp)) = 2% <2071,
takze vo vsetkych Ciastkovych nerovnostiach nastava rovnost,atedap =2,q =1lad; =c, =¢; — 1.

To znamen3, Ze ak pre nejaké kladné prirodzené ¢islo n existuje nejaka postupnost z K, v ktorej ma f hodnotu
n, tak také existuju prave dve a majui tvary (b, ... b, ¢1, ¢4 — 1) a (b4, ... by, ¢4 — 1) pre nejaké kladné prirodzené
¢isla by, ..., by, a c;. Vtedy naozaj plati

f (b, by, c1,60 = D)) = £ ((by, . b)) + (=¥ ((cr, 0 = 1)) = £ ((by, o b)) + (=DF (260 = 2607)
= f ((by, . b)) + (1) 297" = f ((by, . b)) + (=1 f (e = 1)) = f ((by, - by ¢ — 1)).
Napokon indukciou ukaZeme, Ze pre kazdé kladné prirodzené ¢islo n existuje postupnost z K, v ktorej ma f
hodnotu n, pricom jej prvy ¢ize najvacsi prvok je najviac [log2 n]:
1) Nechn = 2%, kde t je prirodzené ¢&islo.
Hladana postupnost je potom (t).
2) Nech 2t < n < 2¢*1 kde t je prirodzené ¢islo.

Nechm = 2t+1

—n, potom
m< 2ty 2t = 2t <
takze [log2 m] < tapodlaindukéného predpokladu existuje postupnost (cy, ..., ¢p) 2K takd, ze f ((cl, cp))

=mac; <|log,m| <t<t+ 1. Potom aj postupnost (t + 1,cq, ..., C atri do X a plati
1 < [log, m] j postupnost’ 101 Cp) P p
F(E+1ch, ) =F(E+1D) = f((cr,rcp)) =20 —m =n.

Zhrnutim dostavame, Ze obor hodn6t funkcie f je mnoZzina vSetkych prirodzenych ¢isel, pricom kazda hodnota
okrem 0 sa nadobudne prave 2-krat.

To znamen, Ze pre kaZdé kladné prirodzené ¢islo n existuju prave dva postupy stlacania tlacidiel také, Ze vytah
sa dostane z prizemia na n. poschodie.

Oznacme J, K, L postupne stredy kruznic pripisanych strandm BC, CA, AB trojuholnika ABC. Priesec¢niky vySok
trojuholnikov JBC, KCA, LAB ozna¢me postupne X, Y, Z. Dokazte, Ze trojuholniky ABC a XY Z st zhodné.

(Michal Janik)
RieSenie 1:
Oznacme [ stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC. PriamKky BI a BJ st osami vnutorného a vonkajsieho uhla
pri vrchole B trojuholnika ABC. St navzajom kolmé, pretoze

1 1
|«IBJ| = |4IBC| + |4CBJ| = 5 |¥ABC| + 5 (180° — [«ABC]) = 90"

Na spominant priamku BJ je v8ak tieZ kolma priamka CX vysky z vrcholu C trojuholnika JBC. Priamky Bl a CX
su teda rovnobezné. Podobne st rovnobezné priamky CI a BX, teda Stvoruholnik BICX je rovnobeZznik.



L

Uhlopriecky kazdého rovnobeZnika sa navzajom rozpoluju, takZe stred usecky /X splyva so stredom Sg. strany
BC. Analogicky stredy Useciek IY a I Z splyvaju postupne so stredmi S¢4, resp. S,p stradn CA, resp. AB trojuholnika
ABC. Trojuholnik XYZ je preto obrazom trojuholnika S-S 4545 v rovnolahlosti so stredom I a koeficientom 2.
KedZe SgScaSap je podobny trojuholniku ABC s koeficientom podobnosti 1/2, je (dvakrat vacsi) trojuholnik
XYZ s trojuholnikom ABC zhodny.

RieSenie 2:

UkaZeme iny sp6sob ako dokoncit rieSenie po zisteni, Ze Stvoruholnik BICX je rovnobeZnik.

Analogicky ako v prvom rieseni sa dokaze, Ze aj $tvoruholniky CIAY a AIBZ st rovnobezniky. Use¢ky BZ a CY
st teda zhodné a rovnobeZné, kazda z nich je totiZ zhodna a rovnobezna s tise¢kou IA. Stvoruholnik BCYZ je
teda rovnobeznik, takZe jeho uhlopriecky AX a BY majua spoloc¢ny stred. Oznac¢me ho S.

Analogicky maju spolo¢ny stred aj usecky BY a CZ, vSetky tri usecky AX, BY, CZ teda maju spolo¢ny stred S.
Trojuholniky ABC a XY Z st preto podla tohto bodu simerné, takZe st zhodné.

Poznamka:

Ukazeme, Ze priesecnik S priamok AX, BY, CZ je stred kruzZnice vpisanej trojuholniku Sg-Sc4S45-

Oznacme L stred kruZnice vpisanej trojuholniku S5 Sc 4545, staci teda dokazat, Ze L je stred S dsecky AX. KedZe
BICX je rovnobeznik, Sp. je stredom usecky IX. Rovnolahlost s koeficientom —1/2, ktora zobrazi ABC na
SgcScaSap, zobrazi UseCku Al na usecku Sg-L, takze m = %m KedZe Sg( je stred strany IX trojuholnika
AlIX, je SgcL jeho stredna priecka a bod L je tak stredom jeho strany AX.
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