MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh Skolského kola kategorie A

1 Rozhodnite, ¢i existuji navzajom rozne redlne Cisla a, b, c také, Ze ¢isla a?+b,b%+c,c*?+asav nejakom poradi

rovnaju éslam a + b2, b + ¢, c + a?.
(Patrik Bak)

RieSenie 1:
Dokazeme, Ze takéto Cisla neexistuju.
Existuje 3! ¢iZe 6 moZznosti zostavenia sustavy troch rovnic, ktoré maju na lavych stranach vyrazy a? + b, b +c,
c? + a a na pravych stranach vyrazy a + b2, b + c?, ¢ + a?. Ak by bol v niektorej zostavenej rovnici na oboch
stranach ten isty kvadraticky ¢len, (napriklad ak a? + b = ¢ + a?, tak b = c), ¢o zadanie nedovoluje. TakZe do
vahy prichadzaju len dve stistavy, ka%da z nich je uréena tym, ktory z moznych vyrazov a + b2, b + ¢ tvori par
s vyrazom a? + b:

e Prvasustava je

a’?+b=a+b?

b +c=b+c?
c2+a=c+a?
Prvi rovnicu ekvivalentne upravime na (a — b)(a + b — 1) = 0, takZe vzhladom na predpoklad a # b musi
platita + b = 1.
Podobne z druhej rovnice dostaneme b + ¢ = 1, teda spolua = 1 — b = c. Ststava preto nema Ziadne
rieSenie s navzajom réznymi Cislami a, b, c.
e Druh4 ststava je
a?+b=>b+c?
b? +c=c+a?
c?+a=a+b2
Za?+b = b+ c? vyplyva a? = ¢?, z toho vzhladom na a # ¢ vyplyvac = —a.
Podobne z rovnice b? + ¢ = ¢ +a? vyplyva b = —a. Spolu madme b = c, teda ani tato stistava nema rieenie
s poZadovanou vlastnostou.
Poznamka:
V rie$eni sme vlastne ukazali, Ze ak sa ¢isla a® + b, b? + ¢, c? + a v nejakom poradi rovnaju ¢islam a + b?, b + ¢?,
¢ + a?, tak niektoré dve z &isel a, b, c musia byt rovnaké. Ilahko sa da overit, Ze plati aj opa¢na implikacia -
ak sa rovnaju niektoré dve z Cisel a, b, c, tak sa (v nejakom poradi) rovnaju aj cisla a® + b, b?% + ¢, c? + a ¢islam
a+ b2, b + c?, ¢ + a?. (Napriklad v pripade b = a st obe trojice tvorené ¢islami a? + a, a® + ¢, c? + a.)
RieSenie 2:
Predpokladajme, Ze ur¢ité ¢isla a, b, ¢ podmienky zadania spiiiaji. Rozoberieme tri pripady podla toho, ¢omu
sa rovna ¢islo a? + b:
e Necha? + b = a + b2
Z toho ekvivalentne dostaneme (a—b)(a+b—1) = 0,takZe a = balebo a+b = 1.Prvy pripad neprichadza
do tvahy, pretoze Cisla a a b sd zo zadania rozne. TakzZe v tomto pripade musi platit a + b = 1.
e Necha?+b =b+c?
Z toho ekvivalentne dostaneme (a — c¢)(a + ¢) = 0. Podla zadania vSak a — ¢ # 0, takZe v tomto pripade
musi platit a + ¢ = 0.
e Necha? +b =c+a?
Z toho ekvivalentne dostaneme b = c, ¢o vSak zadanie vylucuje. Tento pripad teda nemoze nastat.



Celkovo nam vyslo, Ze vZdy musi platit a + b = 1 aleboa + ¢ = 0.

Podobne rozobratim pripadov podla toho, ¢omu sa rovnd &islo b? + ¢, zistime, Ze musi platit b + ¢ = 1 alebo
b + a = 0. A podobne musi tiez platit c + a = 1 aleboc + b = 0.

Kazdy z troch stctova + b, b + ¢, ¢ + a je teda rovny bud’ 0, alebo 1. Aspoii dva sttty preto musia mat' rovnaki
hodnotu. Bez ujmy na vSeobecnosti nech st to sicty a + b a b + c. Potom a = ¢, ¢o je spor s predpokladom, Ze
vSetKky tri ¢isla a, b, ¢ st rozne.
Ziadna vyhovujtica trojica (a, b, ¢) teda nevyhovuje.
Pokyny:
V netplnych rieSeniach ocente ¢iasto¢né kroky z vyssie popisanych postupov nasledovne:

A. Spravna odpoved (aj bez zdévodnenia): 1 bod.

B. Zdo6vodnenie, Ze navzajom rozne ¢isla a, b, c musia spiﬁat' taku sustavu rovnic, v ktorej su vSetky tri rovnice
bud typu x? + y = x + y?, alebo typu x2 + y = y + z2: 2 body.

C1. Vyrie$enie ststavy, v ktorej st vSetKy tri rovnice typu x2 + y = x + y?: 2 body
C2. VyrieSenie sustavy, v ktorej st vSetky tri rovnice typu x2 + y = y + z2: 2 body

D1. Zddvodnenie, Ze z x2 + y = x + y? vyplyvax = y alebo x + y = 1 (moZno sa aj odvolat’ na vysledok
z domaceho kola): 1 bod.

D2. Zdévodnenie, Ze zx% + y = y + z? vyplyva x = z alebo x = —z: 1 bod.
Celkovo potom za neuplné rieSenie dajte najvacsiu z tychto hodnét:

e pocet bodov za A,
e stcet poctov bodov za B, C1 a C2,

e sucet poctov bodov za B, D1 a D2.

Nech ABCDE je konvexny patuholnik taky, Zze |AB| = |CB|, |AE| = |DE|, AC L AD a CD |l BE. Dokéazte, Ze
trojuholniky ABC a AED maju rovnaké obsahy.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Trojuholnik ACD ma podla zadania pravy uhol DAC. Ozna¢me P, Q, R postupne stredy jeho stran AC, CD, DA.
KedZe PQ je stredna priecka trojuholnika ACD, plati |PQ| = % |AD| a PQ |l AD, ¢o vzhladom na AD L AC
znamenda aj PQ L AC, a preto je priamka PQ osou strany AC, na ktorej navyse vdaka podmienke |AB| = |BC|
leZi aj vrchol B. Podobne stredna prie¢ka QR ma dizku % |AC| a priamka QR je osou strany AD, na ktorej podla
zadania leZzi aj vrchol E.

D

A \\ /C

KedZe CD || BE a strednd priecka PR je rovnobeznd so stranou CD, plati tiez PR || BE. Podla vety uu tak su
trojuholniky BQE a PQR podobné, a preto plati

|BP| 1o |BP| 1= |BP| +|PQI _ |BQl _ |EQI _ IERI+IRQ| _ |ER] = |ER|

T1ap| PO Pl " TPQl _ iRQI -~ IRQI 1RO Dac)

Z porovnania oboch krajnych vyrazov vyplyva
1 1
5 IAC| - |BP| = 5 14D| - RE],

t.j. SCABC) = S(AED).



Poznamka:

Uvahy o strednych prie¢kach moZno motivovat’ nasledovne. Na vyjadrenie obsahov rovnoramennych trojuhol-
nikov ABC a AED vyuzijeme ich vysku leZiacu na osiach zakladni AC, resp. AD. Su to sucasne osi odvesien
pravouhlého trojuholnika ACD, takze sa pretinaju v strede jemu opisanej kruznice, ktorym je stred jeho pre-
pony CD.

RieSenie 2:

Nech Q je stred strany CD. Rovnako ako v prvom rieSenf ukdZeme, Ze bod B leZi na priamke strednej priecky
trojuholnika ACD rovnobeZnej so stranou AD. Preto plati

S(ABD) = S(ABQ) = %S(ACD).

Z dvojakého vyjadrenia obsahu Stvoruholnika ABCD v tvare S(ABC)+S(ACD) = S(BCD)+S(ABD) tak vychadza
1 1
S(ABC) = S(BCD) + S(BCD) — S(ACD) = S(BCD) + ES(ACD) —S(ACD) = S(BCD) — ES(ACD).

Uplne analogickou tivahou pre $tvoruholnik ACDE odvodime vztah S(AED) = S(ECD) — %S(ACD). PoZadovany

zaver S(ABC) = S(AED) tak bude dokazany, ak overime rovnost S(BCD) = S(ECD). Ta vsak vyplyva z pod-
mienky CD || BE, pretoZe trojuholniky BCD a ECD maju spolo¢nu stranu CD a zhodnu prislusnu vysku.

RieSenie 3:
Nech? = ACa¥ = 4D, podla zadania su tieto vektory navzajom kolmé. Vdaka tomu pre vhodné kladné ¢isla r
a p platia rovnosti

AB = tu—r7
= Zu rv
a
ﬁ_ 1—> —
= 217 pu.

Vyznam ¢isel r a p je jasny: V rovnoramennom trojuholniku ABC je r |7| dizka vy$ky na zakladiiu AC dizky |%],
teda navyse plati S(ABC) = %r - |d] - |¥]. Podobne je to s vyznamom ¢isla p, ktory vedie k rovnosti S(AED) =

1 — —
1p-1al- 13,



Potrebujeme tak dokazat rovnost r = p. Odvodime ju zo zadanej podmienky CD || BE. KedZe CD=A4D—-AC =
v — 1, plati

o — 1 1 1 1 —
BE=AE—AB=<EI7—pﬁ>—(EH—r17>=(§+r>(17—ﬂ)+(r—p)ﬂ=<§+r>CD+(r—p)ﬁ’.

Vektory BE a CD st rovnobezné a vektor % je s nimi réznobeZny. Aby platila rovnost, musi byt vektor (r — p)u
nulovy. Tedar = p.

Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite Ciastoc¢né kroky z vyssie popisanych postupov nasledovne:
A. Dokreslenie stredov aspon dvoch stran trojuholnika ACD (body P, Q, R v prvom rieSeni): 1 bod.
B1. Zd6vodnenie, Ze body B, P, Q (alebo analogicky E, R, Q) leZia na rovnakej priamke: 2 body.
B2. Zd6vodnenie, Ze trojuholniky BQE a PQR sd podobné: 2 body.
C1. Zdovodnenie, ze S(ABD) = %S(ACD) (alebo analogicky pre E): 2 body.
C2. Zdovodnenie, ze S(BCD) = S(ECD): 1 bod.

Celkovo potom za neuplné riesenie dajte najvacsiu z tychto hodnot:

* pocet bodov za A,
e stcet poctov bodov za B1 a B2,

¢ stcet poctov bodov za C1 a C2.

Povieme, Ze prirodzené ¢islo je ploché, ked' su vSetky jeho cifry rovnaké. (Aj jednociferné c¢isla povazujeme
za ploché.) Rozhodnite, ¢i sa da kazdé prirodzené Cislo, ktoré nie je ploché, vyjadrit ako sucet niekol’kych navza-
jom réznych plochych ¢isel.

(Jozef Rajnik)
RieSenie 1:
Aj prirodzené cislo 0 je ploché, jeho pritomnost v uvazovanych stuctoch je vSak nepodstatna. Budeme preto
pracovat len s kladnymi plochymi ¢islami.

Oznacme J, Cislo zlozené z n cifier 1, teda J; = 1,J, = 11, J; = 111 a tak dalej. Potom n-ciferné kladné ploché
Cisla su prave ¢isla J,,, 2/, ..., 9/, a najmensie (n + 1)-ciferné ploché cislo je /1, kde

Jagi= 1..1 =1..10+1=10], +1.
(n+1)-krdt  n-krat

Nech m je lubovolné kladné prirodzené ¢islo, mame za tilohu vyjadrit m ako sucet navzajom réznych plochych
Cisel. Vhodné ploché cisla hladdme postupne. Najskor najdeme najvdcsie ploché cislo, ktoré je mensSie alebo
rovnaké ako m (aspon jedno takéto ploché cislo urcite existuje, pretoze J; = 1). Predpokladajme, Ze tymto
najvacsim cislom je djy, pricom d € {1, ...,9}. Ak m = dJ, tvrdenie je dokazané. V opacnom pripade zostava
vyjadrit ¢islo m —dJy, Co urobime analogicky tak, Ze ndjdeme najvacsie ploché cislo, ktoré je mensie alebo rovné
m — dJy, a tak dalej. Rozdiely, ktoré zostava vyjadrit, nadobudaju prirodzené hodnoty a stale sa zmensuju, takze
po konecne vela krokoch takto vyjadrime m ako stucet niekol'’kych plochych ¢isel.

Musime eSte zdovodnit, Ze takto vybrané ploché cisla si navzajom rézne. Na to staci dokazat, Ze prvé vybrané
v iy 1 s w1z v i~ AV L s

Cislo dJj, splia dj, > Sm. Potom totiZ bude kazdé vybrané ¢islo vacsie ako sucet vSetkych plochych cisel vy-
branych neskor, takzZe Specialne budd kazdé dve vybrané ploché ¢isla rozne.

Na dokaz nerovnosti dJ;, > %m rozliSime dva pripady:



e Akd €{1,...,8}, takm < (d + 1)/, pretoZe inak by sme ako najvacsie ploché ¢islo vzali ¢islo (d + 1)/,
pripadne nejaké eSte vacsie ploché Cislo. Spojenim so zrejmou nerovnostou (d + 1)/, < 2dJ, dostavame
m < (d + 1)) < 2dJ, teda dJ, > om.

e Akd =9, tak podobne ako v predchadzajiicom pripade platim < J, ;1. KedZe Jp.1 = 10/, +1 < 2 - (9k),
platiajm < Jp41 < 2-(9J;), teda 9/, > %m.

Odpoved na otazku zo zadania je teda pozitivna.

Poznamka:

Kladnt odpoved zo zadania moZno zovSeobecnit na takéto platné tvrdenie:

Nech (a;);2, je nekonec¢nd vSade rastica postupnost prirodzenych ¢isel takd, Ze agp = 1 a a;1 < 2a; pre kazdé

prirodzené ¢islo i. Potom kazdé prirodzené cislo n je mozné vyjadrit ako sucet niektorych navzajom réznych

¢lenov postupnosti (a;);2,.

Speciélne pripad, ked a, = 1a a;;; = 2a; pre kazdé prirodzené &islo i, t. j. ked' a; = 2!, znamen4, Ze kazdé

kladné prirodzené ¢islo mozno vyjadrit ako sucet niektorych mocnin ¢isla 2, t. j. v binarnom zapise. Jeho cifra 1

na i. mieste sprava totiZ vyjadruje pritomnost’ ¢isla 2:1 ¢iZe a;_, v takomto stiéte a 0 jeho nepritomnost.

RieSenie 2:

Oznacme J, Cislo zloZené z n cifier 1. Potom J,,,; = 10/, + 1.

Pre kladné prirodzené Cislo n uvazujme tvrdenie T (n):

KaZdé prirodzené ¢islo mensie ako J,,.; sa da vyjadrit ako suiCet niekol'kych navzdjom réznych nanajvys n-

-cifernych plochych Cisel.

Matematickou indukciou dokdZeme, Ze tvrdenie T'(n) plati pre kazdé kladné prirodzené ¢islo n. Tym bude tloha

vyrieSena.

1. Aby sme dokazali platnost T(1), sta¢i vyjadrit vSetky prirodzené &isla mensie ako J, ¢ize 11: Cisla 0, 1, ...,
9 st samy ploché a ¢islo 10 mdzeme vyjadrit napriklad ako 9 + 1. Teda tvrdenie T (1) plati.
2. Predpokladajme dalej, Ze pre nejaké kladné prirodzené ¢islo n plati tvrdenie T'(n). DokdZeme, Ze potom

plati aj tvrdenie T(n + 1). Mame teda vyjadrit ¢isla 0, 1, ..., J,+2 — 1 pomocou navzajom réznych nanajvys
(n + 1)-cifernych plochych c¢isel. RozliSime Styri pripady:

e Cisla0,1,..,J,+,—1sadajt podlaindukéného predpokladu takto vyjadrit dokonca pomocou nanajvys
n-cifernych plochych cisel.

o Cisla Jy41) 2Jps1s o 41 SU samy ploché.

e Nechi € {1,...,9}, potom dokdZeme vyjadrit kazdé ¢islo tvaru if,;,; + z,kde 1 < z < J,41 — 1,
nasledovne: Cislo z vyjadrime podla indukéného predpokladu ako sti¢et niekol’kych navzijom réznych
nanajvys n-cifernych plochych cisel a k tomuto suctu pridame ploché cislo iJ,, .4, ktoré je rozne od
ostatnych sc¢itancov, pretoZze ma n + 1 cifier. Tym sme nasli pozadované vyjadrenia vSetkych prirodze-
nych ¢isel az po €islo 9/,,41 + Jpe1 — 1) Cize 10/,,.4 — 1.

o Cislo J,41 — 1 ¢iZe 10J,., je siétom dvoch réznych (n + 1)-cifernych plochych &isel 9,41 a Jpi1.-

Pokyny:

V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky z vyssSie popisanych postupov nasledovne:

Al. Dékaz J,,, = 10J,, + 1, priCom J,, resp. J,,+1 SU najmensie n- a (n + 1)-ciferné ploché ¢isla: 1 bod
A2. Uvazovanie najvacsieho plochého ¢isla neprevysujiiceho vyjadrované ¢islo m: 1 bod.
B1. Opis fungujiceho postupu, napr. ako v prvom rieSeni (bez zd6vodnenia jeho spravnosti): 2 body.
B2. D6kaz py+1 < 2py, pricom (p;)i2, je rastica postupnost vsetkych plochych ¢isel: 2 body
B3. Dokaz spravnosti opisaného postupu (pouZité ¢isla st ploché a navzajom rézne): 4 body
C. Takmer uplny d6kaz indukciou, ktory zabtda len na pripad m = 10/,,: 5 bodov
Celkovo potom za neuplné rieSenie dajte najvacsiu z tychto hodnét:

e sucet poctov bodov za Al a A2,
e sucet poctov bodov za B1 a B2,
e sucet poctov bodov za B1 a B3,
» pocet bodov za C.
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