MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh krajského kola kategorie A

1 Nech a a b st navzajom rozne redlne ¢isla také, ze vyrazy a® + b a a + b® majt rovnaka hodnotu. Dokézte, Ze
plati

—-1<ab< 1
- 3
(Jana Kopfova, Jaromir Simsa)
RieSenie 1:
Plat{
0=(a®+b)—(a+b3)=(a®—b3)—(a—b) = (a—b)(a®? + ab + b?)+(a—b) = (a—b) (a* + ab + b* — 1),
akedZzea—b #0,
0=a%+ab+b*>-1,
1=a?+ab+ b>
e KedZe a — b # 0, plati

1=a?+ab+b? = (a? - 2ab + b?) + 3ab = (a — b)? + 3ab > 3ab,

ateda
! > ab
3 > ab.
e Plati
1=a%+ab+b? =(a? + 2ab + b?) —ab = (a+ b)?> —ab > —ab,
ateda
ab = —1.
Poznamka:
Z uvedeného rieSenia vyplyva, Ze rovnost v nerovnosti —1 < ab nastane prave vtedy, ked' b = —a, ¢iZe prave
vtedy, ked' (a,b) € {(1,-1), (-1, 1D}
Poznamka:

Hodnota ab méze byt 'ubovolne blizko k é, ale tuto hodnotu pre podmienku a # b nikdy nedosiahne.
RieSenie 2:
Rovnako ako v rieSeni 1 odvodime vztah a? + ab + b? = 1, ktory je ekvivalentny
b% +ab+ (a?-1) =0,
¢o moZzno chapat ako kvadratickd rovnicu s premennou b a parametrom a. KedZe td marieSenie, jej diskriminant
je nezaporny;, t. j.
a’?—4(*-1) =0,
ekvivalentne
a’+ (—4a®>+4) =0,
4-3a% >0,
4 > 3qa?,
4
= >a%
3
Podla vzorca na rieSenie kvadratickej rovnice potom mame
—a+zvV4 —3a?

b=——7



kde z € {—1, 1}. Dvojnerovnost zo zadania je tak ekvivalentna dvojnerovnosti s jedinou premennou a

—a + zV4 — 3a? 1
e —— <3

2
—2<—a?+zaV4—-3a% < 3

2
a? —2 < za\ 4 — 3a? <a2+§.

-1

ekvivalentne

Tieto dve nerovnosti dokdZeme zvIlast:

e Prva nerovnost

a? —2 < za 4 — 3a?
—za 4 —3a% <2 —a?.

s 4 . . . .
KedZe a? < 3 < 2, prava strana je nezaporna.

je ekvivalentna

Rozoberme pripady:

e Ak —za < 0, lava strana je zaporn4, takze nerovnost plati.
e Ak —za > 0, Iava strana je nezaporna, takze ekvivalentne

IaI\/TSaZS 2 —a?,
a? (4 -3a?) <4 —4a® +a*,
4a% —3a* <4 —44d? + a4,
0 < 4a* — 8a? + 4,
0<a*-2a%+1,
0<(a?-1)°,
¢o plati.

¢ Prava strana druhej nerovnosti

2
zav4 —3a2 <a’+ =

3
je zrejmé Kladna.

Rozoberme pripady:

e Ak za < 0, lava strana je nekladna, takZe nerovnost plati.
e Ak za > 0, lava strana je kladna, takZe ekvivalentne

2
lalv4 —3a2 <a?+ 3
3lalv4 —3a? < 3a® + 2,

9a? (4 —3a?) < 9a* + 12a® + 4,
36a® — 27a* < 9a* + 12a? + 4,
0 < 36a* — 24a? + 4,
0 <9a*—6a?+1,
0<(3a2-1)".
Rozoberme pripady:

e Nech |a| # ?

Potom
2

V3 1
3a2—1¢3-<? —1=3.3-1=1-1=0,

takZe tvrdenie plati.



e Necha = —g.

Potom z = —1, takze

b= =
2 2

V3 V3 -2v3
2 2 2 3’

ateda b = q, ¢o je spor.

Tento pripad preto nenastava.

e Necha = g

Potom z = 1, takze

2 2
V3 V3 2v3
=—?+V4—1=—?+\/§_z=£
2 2 2 3’

ateda b = q, ¢o je spor.
Tento pripad preto nenastava.
RieSenie 3:
Nech s = %(a +b)ad = %(a —b).Potoma =s+dab = s —d apodla podmienky zo zadania d # 0. Preto

a® + b = b3 + a znamena
G+dP+(s—d)=(s—d)P+ (s +d),

t.j.
(s® +3s2d +3sd® +d®) + (s —d) = (s® — 3s2d + 3s5d® — d®) + (s + d),

6s2d + 2d3 = 2d,
3s2+d?=1.
Ztohod?=1-3s2<1a

1 1 1 1
ab=(s+d)(s—d) =s?—d? =3 -3s? ~d* = 5 (1-d?) ~d? = 5 (1~ d? ~3d?) = 5 (1 - 4d?).

Preto plati:
1 1 1 1 1
= — — 2y > — —4.1%)= = — 4. = — — = —(— = —
ab 3(1 4d )_3(1 4-12) zA-4-D=z1-9=3(-3) 1
2 1 1 1 1 1 1
= _ — 2 _ —4.03)=(1-4- =_(1- =_.1==
ab—3(1 4d)<3(1 4-02) ;1-4-0=z1-0=3-1=3
Pokyny:

V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky z vyssSie uvedenych postupov nasledovne:

A1 Doékaz nerovnosti ab < 1/3: 3 body.

A2 Dokaz nerovnosti ab = —1: 3 body.
B Odvodenie rovnosti a? + ab + b? = 1: 2 body.

H1 Dokaz, ze z a® + ab + b? = 1 vyplyva ab < 1/3: 1 bod.

H2 Dokaz, 7eza? + ab + b?> = 1aa # b vyplyvaab < 1/3: 2 body.
D Dékaz, Ze z a® + ab + b? = 1 vyplyva ab > —1: 2 body.

Celkovo potom za neuplné riesenia dajte vacsi z tychto poctov bodov:



e sucet poctov bodov za Al a A2,

e stcet poctov bodov za B a za D a maxima z poctov bodov za H1 a H2.

2 Prebieha online hlasovanie medzi variantmi A a B. Predtym, ako Pavol hlasoval, bol pocet percent hlasov za vari-
ant A rovny kladnému celému ¢islu. Pavlovym hlasom sa toto ¢islo zvacSilo presne o 1. Dokazte, Ze Pavlov hlas
bol devatnastym hlasom za variant A.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Oznac¢me n pocet hlasujtcich pred Pavlom a a pocet hlasov, ktoré vtedy variant A mal. KedZe pocet percent

hlasov pre variant A bol kladny, aspon niekto zan hlasoval, takze a,n > 1. Pavlovym hlasom stupol podiel hlasov

pre variant A o 1 percento, ¢ize
a+1 a 1

n+l n 100
ekvivalentne
100n(a+ 1) = 100(n + 1)a + n(n + 1),
100na + 100n = 100na + 100a + n? +n,
99n —n? = 100q,
n(99 —n) = 100q,
n(99 —n) = 22.5%.q.
Ked%e prava strana je kladna, plati n € {1, ...,98}. Cislo 52 deli stcin &isel n a 99 — n, a kedZe &islo 99 nie je
delitelné 5, nemozu byt obe delitelné 5, a preto je jedno z nich ndsobkom 25.
Rozoberme pripady:
e Nech jejedno z ¢isel n a 99 — n rovné 25.
Potom je druhé z nich 99 — 25 cize 74, takze

n(99 — n) = 25 - 74 = 1850,

¢o vsak nie je delitelné 100.
Tento pripad teda nenastava.

* Nechjejedno z Cisel n a 99 — n rovné 50.
Potom je druhé z nich 99 — 50 ciZe 49, takze

n(99 —n) = 50 - 49 = 2450,

Co vSak nie je delitelné 100.
Tento pripad teda nenastava.

e Nech jejedno z ¢isel n a 99 — n rovné 75.
Potom je druhé z nich 99 — 75 cize 24, takze

100a = n(99 —n) = 75 - 24 = 1800,
a=18.

Pred Pavlom teda za variant A hlasovalo 18 l'udi, takze jeho hlas bol naozaj devaitnasty.
Poznamka:
Hlasovanie teda mohlo mat dve podoby:

e Ak n = 75, tak Pavol hlasoval ako 76. a podiel hlasov za variant A stipol z 18/75 CiZe 24 % na 19/76 ¢ize
25 %.

e Ak n = 24, tak Pavol hlasoval ako 25. a podiel hlasov za variant A sttipol z 18/24 ¢iZe 75 % na 19/25 ¢ize
76 %.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach ocente ¢iasto¢né kroky z vyssSie uvedenych postupov nasledovne:

A1l Odvodenie vztahu alebo obdobnej rovnice (resp. sistavy rovnic), ktora zachytava informaciu, Ze pocty per-
cent saliSia o 1: 1 bod.



A2 Odvodenie vztahu n(99 — n) = 100a alebo obdobnej rovnice v sticinovom tvare: 2 body:.

A3 Redukcia ulohy na rozbor konecne vela pripadov (napriklad zdévodnenim, Ze n < 100): 1 bod.

Celkovo potom za netiplné rieSenia dajte sticet poCtov bodov za A1, za A2 a za A3.

V time je sedem hracov. V kazdom kole turnaja ich pat hra a dvaja sedia na tribuine. Dokazte, Ze nezavisle od
(kladného) poctu kol aj vyberu pétic je mozné na konci turnaja najst dvoch hracov, ktor{ boli spolu (¢i uz na
ihrisku, alebo na tribuine) vo viac ako polovici kol.

(David Hruska)
RieSenie:
VkaZdom kole sa stretla 1 dvojica hra¢ov na tribtine a k tomu (2) ¢iZe 10 dvojic hracov na ihrisku, takZe v kazdom
kole sa stretlo 1 + 10 ¢ize 11 dvojic hracow.
Oznacme k pocet ko], z logiky veci k > 0. Potom v priebehu celého turnaja sa stretlo celkom 11k dvojic hracow.
Vsetkych dvojic hracov je dokopy (;) Cize 21, takze ta dvojica, ktora sa stretla najcastejSie, sa musela stretnut

W11k L1

aspon v —= kolach, ¢o je aspon Ek'
Poznamka:

KIicovou myslienkou rieSenia je postreh, Ze v kazdom kole je spolu 11 dvojic hracov, ¢o je viac ako polovica
zo vSetkych 21 dvojic. Samotné rieSenie je potom mozné sformulovat rézne, napriklad aj nasledovne:
Oznacme opat k pocet kol turnaja. Uvazme vSetkych (Z) Cize 21 dvojic hracov a oznacme postupne ay, ..., a1
pocty kol, v ktorych boli hraci jednotlivych dvojic spolu. Predpokladajme, Ze kazda dvojica bola spolu najviac
v polovici kdl. Potom

1
a+ - +ay; <21- Ek = 10,5k.
LenZe v kazdom kole je spolu prave 1 + (z) ¢ize 11 dvojic, takze plati
11k = a, + -+ azq < 10,5k < 11k.

To je vSak spor.
Poznamka:
Keby sme pocitali len hracov, ktori st spolu na ihrisku, tvrdenie by neplatilo:
UvaZujme turnaj majuici (;) ¢ize 21 kol, kde v kaZdom kole je na tribiine ina dvojica hrac¢ov. Potom l'ubovolni
dvaja hraci su spolu na ihrisku prave vtedy, ked' je na tribtne jedna z (;) C¢ize 10 dvojic zvysnych hracov. Takze
kazda dvojica hracov je spolu na ihrisku v menej ako polovici kél.
Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky z vyssSie uvedenych postupov nasledovne:
A Akykolvek (aj chybny) pokus o pocitanie dvojic hracov so slovnym sprievodom (napr. ,Celkovo je v time
7 - 6 Cize 42 dvojic hracov.): 1 bod.

B1 Zdbévodnenie, Ze celkom je v time 21 dvojic hracov: 1 bod.

B2 Zdévodnenie, Ze v kazdom Kole je spolu 11 dvojic hracov: 2 body.

C1 Zdovodnenie, zZe v kazdom kole je spolu aspon polovica vsetkych dvojic hracov: 3 body.

C2 Zdoévodnenie, Ze v kazdom kole je spolu viac ako polovica vSetkych dvojic hracov: 4 body.

D1 Vyhlasenie, ze kedZe v kazdom kole je spolu viac ako polovica dvojic, je niektora dvojica spolu vo viac
ako polovici kdl: 1 bod.

D2 Dokaz, Ze z C2 vyplyva poZadovany zaver, napriklad pomocou s¢itania poctov dvojic cez vSetky kola turnaja
(a pouzitia Dirichletovho principu) alebo pomocou iného rovnako exaktného argumentu: 2 body.

.....

* pocet bodov za A,
e sucet poctov bodov za B1 a za B2
e pocet bodov za C1,

* stcet poctov bodov za C2 a maxima z poc¢tov bodov za D1 a za D2.




4 Nech BC je tsecka. Uvazujeme vSetky ostrouhlé trojuholniky ABC také, Zze |[*BAC| = 45°. V kazdom takomto
trojuholniku oznac¢ime D a E postupne body stran AB a AC také, ze priamka BC je spolo¢nou dotyc¢nicou kruznic
opisanych trojuholnikom ACD a ABE. Paty kolmic z bodov D a E na priamku BC oznacime postupne P a Q.
Dokazte, Ze existuje bod X neleziaci na priamke BC taky, Ze vel'’kost uhla PXQ nezavisi od polohy bodu A.

(Zdenék Pezlar)
RieSenie:
Vdaka osovej simernosti podla priamky BC staéi uvazovat' len tie ostrouhlé trojuholniky ABC spliiajiice pod-

mienku |€BAC| = 45°, ktoré leZia v jednej z polrovin uréenej priamkou BC. Zamerajme sa na lubovolny takyto
trojuholnik ABC a oznacme S priesecnik tiseciek BE a CD.

A

B C

KedZe priamka BC je doty¢nicou kruZnice opisanej trojuholniku ABE, podla vety o obvodovom a tsekovom
uhle plati |*CBE| = |«BAE| = 45°. Podobne je BC doty¢nicou kruZnice opisanej trojuholniku ACD, takZe plati
|«DCB| = |«DAC| = 45°. Celkovo tak dostavame, Ze SBC je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s preponou
BC leziaci v polrovine BC A. Poloha bodu S preto nezavisi od polohy bodu A.

DokaZeme, Ze bod S je jednym z hladanych pevnych bodov zo zadania tlohy. (Jedinym dalS$im takym bodom je
bod s nim simerne zdruzeny podla priamky BC).

A

,_ o
B~ P 0 C

Ked%e oba uhly DPB a DSB st pravé, lezia body P a S na Talesovej kruZnici s priemerom BD. Stvoruholnik BPSD
je preto tetivovy, takze z vety o obvodovych uhloch [«BSP| = |¥BDP| = 90° — |<ABC]|. Analogicky ukdZeme,
Ze je tetivovy aj Stvoruholnik CQSE a Ze plati |2QSC| = |ZQEC| = 90° — |*BCA|. Potom plati

|%PSQ| = |%BSC| — (|]«BSP| + |<QSC|) = 90° — (90° — |«*ABC|) — (90° — |[*BCA|)

= |%ABC| — |«BCA| — 90° = (180° — |%BAC|) — 90° = (180° — 45°) — 90° = 45°,

¢o je pevna hodnota, ktora teda nezavisi od polohy bodu A.



Poznamka:

Je moZné dokazat, Ze priesecnik S priamok BE a CD splyva so stredom O kruZnice opisanej trojuholniku ABC.
Podla vety o obvodovom a stredovom uhle totiZ plati |[€*BOC| = 90° a sti¢asne |OB| = |0C]|, takZe trojuholnik
OBC je (rovnako ako trojuholnik SBC) rovnoramenny a pravouhly s preponou BC.

Poznamka:

Podstatnou ¢astou rieSenia je sformulovanie domnienky, Ze hlTadanym pevnym bodom bude priese¢nik priamok
BE a CD (pripadne stred kruZnice opisanej trojuholniku ABC).

K tomu méze pomoct, ked' si rieSitel’ uvedomd, Ze hladany pevny bod musi lezat' na osi tsecky BC. Pre body Y
mimo tejto osi (a mimo BC) sa totiZ vel'’kost uhla PY Q zmeni, ak namiesto trojuholnika ABC uvaZime jeho obraz
v osovej sumernosti podla osi dsecky BC.

Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite ¢iasto¢né kroky nasledovne:
Pre riesitelov, ktori pracuja s priesecnikom S tseciek BE a CD:

S1 Sformulovanie domnienky, Ze bod S (resp. jeho osovy obraz podla priamky BC) je hl'adanym pevnym
bodom (bez dékazu): 2 body.

S2 Odvodenie aspoti jednej z rovnosti |[€*DCB| = 45° a |*CBE| = 45° (sta¢i vyznacenie na obrazku): 1 bod.

S3 Dokaz, Ze bod S je spolocny pre vSetky trojuholniky ABC leziace v jednej polrovine urcenej priamkou BC:
1 bod.

S4 Dokaz, Ze aspon jeden zo Stvoruholnikov BPSD a CESQ je tetivovy: 1 bod.
S5 Dokoncenie rieSenia za predpokladu, Ze oba Stvoruholniky BPSD a CESQ su tetivové: 1 bod.

Pre riesitelov, ktori pracuju so stredom O kruznice opisanej trojuholniku ABC, resp. s rovnoramennym pravouh-
lym trojuholnikom OBC s preponou BC:

01 Sformulovanie domnienky, Ze bod O (resp. jeho osovy obraz podla priamky BC) je hladanym pevnym
bodom (bez dokazu): 2 body.

02 Dékaz, 7ze |<0OCB| = |«CBO| = 45° a ze bod O je spolo¢ny pre vSetky trojuholniky ABC leZiace v jednej
polrovine urcenej priamkou BC: 0 bodov.

03 Odvodenie aspoii jednej z rovnosti |*DCB| = 45° a |[*CBE| = 45° (sta¢i vyznacdenie na obrazku): 1 bod.
04 Dokaz, ze bod O splyva s priese¢nikom useciek BE a CD: 1 bod.

05 Dokaz, ze aspori jeden zo Stvoruholnikov BPOD a CEOQ je tetivovy: 1 bod.

06 Dokoncenie rieSenia za predpokladu, Ze oba Stvoruholniky BPOD a CEOQ st tetivové: 1 body.

Celkovo potom za netplné rieSenia dajte maximum zo stctu poctov bodov za S1, S2, S3, S4, S5 a suctu poctov
bodov za 01, 03, 04, 05, 06.
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