MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

Riesenia uloh domaceho kola kategorie B

1 Z cifier 1 aZ 9 vytvorime 9-ciferné ¢islo s navzajom réznymi ciframi. Potom kazdu jeho dvojicu po sebe idtcich
cifier interpretujeme ako dvojciferné ¢islo a vezmeme jeho najmensi prvociselny delitel. M6Zeme tak ziskat
prave dve rozne prvocisla? Ak ano, urcte vsetky také dvojice prvocisel.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Z cifier 1 az 9 su 4 parne (2, 4, 6, 8), takze aspon 3 a najviac 4 uvazované dvojcislia st parne. Jedno zo ziskanych
prvocisel je teda 2. KedZe sme ziskali 8 Cisel a ¢islo 2 je tam najviac 4-krat, to druhé prvocislo tam musi byt
aspon 4-krat. Ukazeme, Ze toto druhé prvocislo méze byt iba 3.
Prvocislo 5 tam moéze byt najviac raz, a to v tom dvojmiestnom cisle, ktoré ma na mieste jednotiek Cislicu 5.
Prvocislo 7 dostaneme len z dvojcisli 7 - 7 Cize 49, 7 - 11 Cize 77, 7 - 13 Cize 91, takZe Cislo 7 ziskame najviac
3-krat.
Pre prvocislo p vacsie ako 7, t.j. aspon 11, mdZe existovat najviac jedno vyhovujtice dvojciferné ¢islo, a to p, lebo
p - p je aspon trojciferné, a teda kazdé iné dvojciferné cislo delitelné p majednociferného prvociselného delitela,
ktory je teda mensi nez p.

Prikladom ¢isla, ktoré vyhovuje, je 124563987 (dokonca je to najmensie z nich). Pre toto Cislo ziskavame pr-
voéisla2,2,3,2,3,3,2,3.

Poznamka:

Moznych vyhovujucich cisel je 3072.

Hoci to kvéli dplnosti rieSenia nie je potrebné, ukdZzeme, ako sme k nejakému vyhovujicemu ¢islu mohli prist.
Prirodzeny spdsob je striedat’ neparne a parne ¢isla tak, aby dvojciferné ¢isla konciace neparnym cislom boli

delitelné 3. Pre kazdd parnu cifru najdeme vhodny nasobok 3, napr. 21, 45, 63, 87, z ¢oho dostaneme ¢islo
921456387.

UkaZeme eSte systematicky postup, ako prist k najmensiemu vyhovujicemu ¢islu. Zaéneme zlava a budeme
postupne skusat’ pripisovat ¢o najmensie Cislice. Vzdy, ked by sme mali ziskat’ prvocislo iné ako 2 ¢i 3, vratime
sa o krok spat. Tento proces vylucovania nevhodnych ¢isel vyzera takto:

e 123 nefunguje, 23 je vel'ké prvocislo.

e 1243 nefunguje, 43 je vel'ké prvocislo.

» 12453 nefunguje, 53 je vel'ké prvocislo.

e 1245637 __ nefunguje, 37 je vel'ké prvocislo.

e 124563879 nefunguje, 79 je vel'’ké prvocislo.

e 124563897 nefunguje, 97 je vel'ké prvocislo.

» 12456397 _nefunguje, 97 je vel'ké prvocislo.

e 124563987 funguje.

2 Nech ABC je trojuholnik taky, Ze |«BAC| = 45°. K stranam AB a AC st zvonku pripisané pravouhlé rovnoramen-
né trojuholniky ABP a ACQ s preponami AB, resp. AC. Oznaéme R stred tise¢ky PQ. Dokazte, Ze dizka tisecky
AR je polovica polomeru kruznice opisanej trojuholniku ABC.

(Patrik Bak, Anastasia Bredichina)
RieSenie 1:
Nech O je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC. Vieme, Ze bod O leZi na osi usecky AB. KedZe je trojuholnik
ABP rovnoramenny, tak na osi usecky AB lezi aj bod P. Priamka PO je preto kolma na tUsec¢ku AB. Z rovno-
ramennosti a pravouhlosti trojuholnika ABP tieZ mame |«PAB| = |&PBA| = 45°. Preto plati |*BAQ| =
|*BAC|+|xCAQ| = 45°+45° = 90°. Tym padom Obe tisecky PO a AQ st teda kolmé na AB, st teda rovnobeZné.
Analogicky sti rovnobezné aj tise¢ky AP a 0Q. Stvoruholnik APOQ je teda rovnobe#nik, a jeho uhloprie¢ky sa pre-
to rozpoluju. Bod R, ktory je stredom uhlopriecky PQ, je teda aj stredom uhlopriecky AO. Preto |AR| = |A0] /2.



Riesenie 2:
Nech 0 je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC. Kedze |PA| = |PB| a |0A| = |0OB], su trojuholniky PAO
a PBO zhodné podla vety sss. Analogicky su zhodné aj trojuholniky QA0 a QCO.

KedZe BAC je obvodovy uhol kruznice opisanej trojuholniku ABC, ktory prislicha jej stredovému uhlu BOC, tak
plati podla vety o obvodovom a stredovom uhle

|%BOC| = 2 |%BAC| = 2 - 45° = 90°.

KedZe OB a OC su polomery kruZnice k, trojuholnik BOC je rovnoramenny pravouhly s preponou BC. Potom
plati
|BP| V2 _ |BO|
BAl ~ 2~ IBCI'
Taktiez plati aj
|[«PBO| = |<PBA| + |<ABO| = |<0BC| + |<ABO| = |<ABC|,

kde uhly sc¢itavame, ak bod O leZi v polrovine BAC, a inak od¢itavame. Preto su trojuholniky PBO a ABC pri
tomto poradi vrcholov podla vety sus podobné. Analogicky st podobné aj trojuholniky QCO a ACB.

Zhrnutim dostavame, Ze platia nasledovné podobnosti, resp. zhodnosti:
APAO = APBO ~ AABC ~ AQOC = AQOA.

Tak dostavame, Ze trojuholniky PAO a QO A st podobné a v tejto podobnosti strana AO zodpoveda sama sebe.
Preto je Stvoruholnik APOQ rovnobeZnik, takZe stred R jeho uhloprie¢ky PQ je zaroveni stredom uhlopriecky
A0, ateda |AR| = |A0] /2.

RieSenie 3:
Nech r je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC, potom

IBC|  |BC| V2

T Zsmas - vz - 2 Bl

Z rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov ACQ a ABP ur¢ime |AQ| = g |AC| a |AP| = \/2—5 |AB].
Podla kosinusovej vety v trojuholniky ABC a APQ plati

IBC|* = |AC|® + |AB|* — 2 - |AC| - |AB| - cos |<BAC]

V2
= |AC)? + |AB|* = 2 - |AC| - |AB| - cos 45° = |AC|* + |AB|* — 2 - |AC| - |AB| - -



= |AC|* + |AB|* — |AC| - |AB| - V2

2 2 2
|PQI" = 14Q|" + |AP|" — 2 -|AQ| - |AP| - cos |<PAQ|

2 2

V2 V2 V2 V2

= <7 ACI) +( = 14BI | =2~ |AC| =~ |AB| - cos(1<PAQ| + |4PAB| + |<BAC| + |<CAQI)
1 2 1 2 1 2 1 2

= 5 JACI" + 5 14B|” ~ |AC| - |4B| - cos(45° +45° +457) = = [AC|" + 5 |AB|" — |AC| - |AB] - cos 135°

1 1 V2 1 1 1
=3 |AC)? + 3 |AB|* — |AC| - |AB| - (—7> =5 lAC)® + 3 |AB|* + 5 - lAcl-14B] V2.

KedZe AR je taznica v trojuholniku APQ, plati

2 2 2
2 |AQ|" + |AP| [PQ|
AR = 2 T g

VZ oV o (2 e ez 12 1
< lACl) +( 5 1AC] S lACI” + S 1AB| +E-|AC|-|ABI-\/§

2 4
(2141 +214c1) - (1ACI + |4BI* + 1AC| - 14B| - V2)
- 8
_lAc|® +14B|* — |Ac| - 14B| N2 _ |BC|?
a 8 -8’

teda
|AR| = 2V2|BC| = 2r.

Pre ktoré kladné prirodzené Cisla n sa da rovnostranny trojuholnik so stranou dlzky n rozrezat na zhodné kon-
vexné dieliky tvorené z

a) 2,
b) 3
rovnostrannych trojuholnikov so stranou dizky 1?
(Pavel Calabek, Jaroslav Svréek)
Poznamka:

Vo vsetkych rieSeniach uvazujeme len rovnostranné trojuholniky, aj ak rovnostrannost’ explicitne nespome-
nieme. Kvoli jednoduchosti vyjadrovania umiestnime deleny trojuholnik tak, aby mal jednu stranu vodorovne
a protilahly vrchol nad nou.

RieSenie a) 1:
Pozrime sa nalavy roh na vodorovnej (spodnej) strane trojuholnika. KedZe vIavom vrchole na vodorovnej strane

je uhol velkosti 60°, existuje jediny sposob, ako mozno odrezat dielik, ktory bude obsahovat' tento vrchol. Po
odrezani opat vznikne vlavo na vodorovnej skratenej strane novy vrchol s uhlom 60°.

Ak tiito ivahu zopakujeme (n — 1)-krat, tak ostane trojuholnik so stranou diZky 1, ktory nie je zhodny s uvazo-
vanym dielikom.

Ziadne kladné prirodzené ¢&islo n teda nevyhovuje.

RieSenie a) 2:

Predpokladajme, Ze mame trojuholnik rozrezany na dieliky. Kazdy dielik eSte rozrezeme na dva jednotkové
rovnostranné trojuholniky a budeme skiimat, ako takéto rozrezanie velkého trojuholnika na jednotkové méze

vyzerat. Vodorovna strana trojuholnika s dizkou n je pokryta n jednotkovymi trojuholnikmi ktoré si oriento-
vané vrcholom nahor. Ozna¢me ich A. Po ich odstraneni na spodnej strane ostane len n — 1 bodov, ktoré musia



byt pokryté len n — 1 jednotkovymi trojuholnikmi, ktoré st orientované vrcholom nadol. Oznac¢me ich B. Kazdy
trojuholnik typu A bol sticastou dielika, ktorého druhy trojuholnik typu B . LenZe prvych je n a druhychlenn—1,
o je spor. Nevyhovuje teda Ziadne n.

RieSenie b):

Obsah rovnostranného trojuholnika so stranou diZky 1 oznaéme S. Potom jeden dielik mé obsah 3S. Trojuholnik
so stranou dizky n je podobny s jednotkovym trojuholnikom s koeficientom podobnosti n, ma teda obsah n?S.
Nech k je (zrejme kladny) pocet dielikov, potom plati n?S = k - 35, takZe n? = 3k, a teda n je delitelné 3.

Tato podmienka je aj postacujtica: Vel'ky trojuholnik rozdelime na trojuholniky so stranou dizky 3 a kazdy z nich
rozreZzeme na tri dieliky ako na obrazku:

Vyhovuju teda vsetky kladné prirodzené hodnoty n delitelné 3.
Poznamka:

V Ziadnom z tychto rieSeni sme nepouzili intuitivne zrejmé tvrdenie, Ze pri rozrezani trojuholnika so stranou
dlzky n trojuholnikmi so stranou 1 musia byt rezy rovnobezné s jeho stranami. V opacnom pripade by sme
museli toto tvrdenie dokazat.

a) Najdite priklad dvojciferného prirodzeného ¢islan takého, Ze ¢islo 1/n ma vo svojom najkratSom desatinnom
zapise za desatinnou ¢iarkou prave dve cifry.

b) Dokazte, Ze pre kazdé dve kladné prirodzené cCisla k a [ existuju prave dve kladné racionalne ¢isla, ktoré
maju vo svojom najkratSom desatinnom zapise za desatinnou ¢iarkou prave k cifier a ich prevratené hodnoty
prave [ cifier.

(Josef Tkadlec)

RieSenie a):

Vyhovuje napriklad ¢islo 25, lebo 1/25 = 0,04.

RieSenie b) 1:

Budeme pre stru¢nost hovorit, Ze kladné racionélne ¢islo ma dizku zdpisu d, ak jeho najkrat$i mozny desatinny

zapis ma prave d cislic za desatinnou ¢iarkou.

Kladné racionalne &islo x s diZkou zapisu d méZeme zapisat’ ako c¢/10%, kde c je kladné celé &islo nedelitelné 10.

Avsak ¢islo c moze byt delitelné nejakou mocninou 2 alebo nejakou mocninou 5, ktorou mézeme zlomok kratit.

Po prevode do zakladného tvaru tak v menovateli dostaneme &islo tvaru 247%5% alebo 295%77, kde z je nejaké

kladné prirodzené ¢islo. Kladné racionalne ¢islo x ma teda dlZzku zapisu d prave vtedy, ked' v zdkladnom tvare

ma menovatel rovny 2¢5? pre nejaké kladné celé &isla a a b, z ktorych jedno je d a druhé nanajvys d.

Uvazujme kladné racionalne ¢islo x so zakladnym tvarom p/q, ktoré ma dizku zapisu k a jeho prevratena hod-

nota 1/x ¢iZe q/p ma dizku zapisu [. Podla prechadzajiiceho odseku st p aj q tvaru 2¢5°. Ked%e zlomok p/q je

v zakladnom tvare, najviac jedno z Cisel p a q je parne a najviac jedno je delitelné 5. Obe ¢isla p a g su pritom

rozne od 1, kedZe Cisla k a [ st kladné. Preto jedno z Cisel p a ¢ musi obsahovat v prvociselnom rozklade len 2

a druhé len 5.

Rozoberme pripady:

e Nech g obsahuje v prvociselnom rozklade len 2.

KedZe q neobsahuje v prvoéiselnom rozklade 5 a zapis p/q ma dizku k, musi podla vy$sie uvedeného po-
zorovania platit ¢ = 2¥. KedZ%e p neobsahuje v prvociselnom rozklade 2 a zapis q/p ma dizku [, musi platit
p = 5. Cislo 5! /2k teda spliia vetky pozadované podmienky a je jednym z &isel, ktorych existenciu sme mali



podla zadania dokazat.
e Nech q obsahuje v prvociselnom rozklade len 5.
Analogickym postupom zistime, Ze jedinym vyhovujicim ¢islom je 2¢/5*.
RieSenie b) 2:

Nech x a y st kladné prirodzené ¢isla také, Ze existuje prirodzené &islo a a cifry by, ..., by, pricom by, # 0, Ze
Z = @b b
— =abq ... 0,
y

a existuje prirodzené ¢islo c a cifry dy, ..., d;, pricom d; # 0,

y _—
= =cd, ..d;
X ¢,aq l
Plati teda
x _aby..by
y 10k
y _cdy..d;
x 10t "
t.j.
10%x = ab; ...by - y,
10y = cd; ...d, - x,
z ¢oho

10%x - 10'y = aby ...by -y - cd; ...d; - x,

10k+l = ab1 bk . Cdl dl'

2k+l . 5k+l = ab]_ bk . Cdl dl

KedZe b, # 0ad; # 0, Cisla ab; ... by a cd; ...d; nie st delitelné 10, plati teda

(aby by edy . dic) € {(24,55+1), (5%+, 24+1)}.

Rozoberme pripady:
» Nech (ab; .. by, cdy .dy) = (24+,,55+).
Z toho

X _aby..b 2Kt 2

y 10% 10k 5k’
v X 7 . . v . s . v 7 .
takze 5 ma vo svojom najkratSom desatinnom zapise za desatinnou ¢iarkou prave k cifier. Potom

5k 5k+l

T2l T 10

y
X

IR M

takze 2—: ma vo svojom najkratSom desatinnom zapise za desatinnou ¢iarkou prave [ cifier.

» Nech (ab; .. by, cdy .d;y) = (5%*4,25+).
Z toho

x _aby..b 5K 5

y 10k~ 10k 2K’

v X 7 . . v . sos . v 7 .
takze 5 ma vo svojom najkratSom desatinnom zapise za desatinnou ¢iarkou prave k cifier. Potom

2k 2k+l

51" 100’

y
X

QIR M

takze % ma vo svojom najkratSom desatinnom zapise za desatinnou ¢iarkou prave [ cifier.



\ , . o , 2t st
Hladané racionalne ¢isla su teda RS

Poznamka:
Hoci to zadanie nevyZzaduje, ukdZeme spdsob, ako najst vSetky ¢isla n vyhovujice ¢asti a). Na zadklade tivodného
pozorovania ¢islo n musi byt tvaru 2452, kde jedno z a a b je 2 a druhé je nanajvys 2. Do tivahy teda prichadzaju
tieto Cisla:

o 22 giZe 4, ¢o nie je dvojciferné.

e 22 .5 ¢iZe 20, pricom 1/20 = 0,05.

o 22.52 ¢ize 100, ¢o nie je dvojciferné.

o 52 gize 25, pricom 1/25 = 0,04.

e 252 ¢iZe 50, pricom 1/50 = 0,02.
Vyhovuju teda prave ¢isla z mnoziny {20, 25, 50}.

Oznacme k kruznicu opisanud ostrouhlému trojuholniku ABC. Nech jej obraz v simernosti podla priamky BC
pretina polpriamKky opacné k polpriamkam BA a CA v bodoch D, resp. E réznych od B, resp. C. Nech sa usecky
CD a BE sa pretinaju na kruznici k. Urcte vSetky mozné vel’kosti uhla BAC.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Obraz kruZznice k v osovej simernosti podla priamky BC oznacime [. Obluk kruznice k s krajnymi bodmi B a C
obsahujuci bod A sa v tejto osovej simernosti zobrazi na oblik kruZnice [ s krajnymi bodmi B a € obsahujuci
body D a E, pretozZe body D a E podla zadania lezia v polrovine opacnej k BCA. KedZe ide o zhodné obluky, im

prislichaju zhodné obvodové uhly BAC, CDB, CEB. Trojuholniky CAD a BAE teda maju dve dvojice zhodnych
uhlov, preto aj uhly ACD a EBA st zhodné.
Ak predpokladame, Ze sa isecky CD a BE pretinaju na kruZznici k, tak sucet vel'’kosti zhodnych uhlov ACD a EBA
je 180°, teda |ACD| = |XEBA| = 90°. Z rovnoramenného pravouhlého trojuholnika CAD (resp. BAE) tak
dostavame, Ze |[XBAC| = 45°, ¢o je jedind mozna vel’kost uhla BAC.
Naopak, ak |*BAC| = 45°, tak rovnoramenné trojuholniky CAD a BAE st pravouhlé s pravymi uhlami ACD
a ABE. Preto priesecnik F priamok CD a BE vytvori spolu s bodmi B, 4, C tetivovy Stvoruholnik, ¢iZze F lezi na
kruznici k.

A

RieSenie 2:

Oznacme F priesecnik useCiek CD a BE a a hladant vel'’kost uhla BAC. Rovnakym argumentom (o obvodovych
uhloch) ako v predoslom rieSeni dostaneme, Ze |XCDB| = |&CEB| = a. Trojuholniky CAD a BEA st preto
rovnoramenné a [XACD| = |ABE| = 180° — 2a. Uhol DBF je susedny k uhlu EBA, a preto ma velkost 180° —
(180° — 2a) ¢ize 2a. Uhol CF B je vonkaj$im uhlom k uhlu pri vrchole F v trojuholniku BFD, preto |<CFB| =
|«BDF| + |«DBF| = a + 2a = 3a.

Bod F lezi na kruZnici opisanej trojuholniku ABC prave vtedy, ked’ |*BAC| + [«CFB| = a + 3a = 180°, ¢ize
prave vtedy, ked’ @ = 45°. Tym sme ur¢ili jedinii moZnu vel'kost uhla BAC.



RieSenie 3:

Zadanie si m6zeme preformulovat aj takto: V trojuholniku ABC najprv zvolime bod X z kratSieho obluka kruz-
nice k s krajnymi bodmi B a C (ktory neobsahuje bod A). Potom oznacime D’ priese¢nik priamok CX a AB a E’
priese¢nik priamok BX a AC. Use¢ky CD a BE sa pretnt na kruznici k (v bode X) prave vtedy, ked' st totoZzné
body D' a D a zarovei body E’ a E. Plati

|%AD'C| = |<ABC| — |%BCX|

|%AE'B| = |<ACB| — |<CBX]|.

Preto
|*AD'C| + |®AE'B| = |®ABC| + |*ACB| — (|«BCX| + |«CBX])

= 180° — |<BAC| — (180° — |%BXC|) = 180° — 2 |<BAC]|.

V zadanej situdcii vSak plati D' = D a E’ = E a zaroveii uhly ADC, AEB, BAC maji rovnakd vel'kost, pretoZe pri-
slichaji rovnako dlhej tetive v zhodnych kruzniciach. Z toho dostavame, Ze 2 |*BAC| = 180° —2 |&BAC|, z ¢oho
mame |&BAC| = 45°. Kvéli uplnosti eSte dodame, Ze tiseCky CD a BE leZia podla zadania v polrovine opaénej
k BCA, preto aj ich priesecnik sa bude nachadzat' na obliku kruznice k s krajnymi bodmi B a C neobsahujicom
bod A.

Naopak, ak |«BAC| = 45°, tak za bod X zvolime priese¢nik tise¢ky CD s kruZnicou. Vtedy D' = D, |[®AD'C| =
|*ADC| = 45° a |[<AE'B| = 180° — 2 |&xBAC| — |€AD'C| = 45°. Preto bod E' lezi s bodmi B, C, D na kruZnici,
¢o znamen3, Zze E' = E. UsecCky CD a BE sa tak pretinaji na kruZnici k.

Nech x, y, z st kladné redlne ¢isla také, ze xy > 2, zx = 3, yz = 6. Akl najmens$iu hodnotu méze nadobudat’
vyraz 13x2 + 10y? + 5z%?
(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Plati
13x2 + 10y? + 522 = (4x2 + y2) + (2% + 9x2) + (9y? + 42?)
= (4x% — 4xy + y?) + (2% — 62x + 9x2) + (9y% — 12yz + 422) + 4xy + 62y + 12yz
=2x—y)*+Bx—2)2+ By —22)* +4xy + 6xz + 12yz
>4xy+6xz+12yz>4-2+6-3+12-6=8+18+72 =98,

pri¢om rovnost nastava v pripade x = 1, y = 2, z = 3. NajmenSia hodnota skimaného vyrazu je teda 98.
Poznamka:

Hoci uvedené riesenie je strucné, nie je priamociare nan prist. Preto ilustrujeme myslienky, ktoré k nemu mézu
viest.

Prvou ideou je ziskat' dolny odhad vhodnym doplnenim na tri Stvorce dvojclenov. Z kazdého Stvorca dostaneme
dva z nasobkov ¢lenov x2, y?, z2 ajeden z ndsobkov ¢lenov xy, xz, yz. Prislu§né nasobky ¢lenov xy, xz, yz potom
ostani mimo Stvorcov a tie odhadneme podla zadania. KIicovym krokom je spravne naloZzit' s konstantami,
ktoré s pri x2, y2, z2. Tu pomoZe pozorovanie, Ze vietky tieto tri konstanty vieme vyjadrit’ ako sti¢et $tvorcov:
13 =22+32,10 = 12+32%a5 = 12+22. To ndm napoved4, Ze vhodny rozklad na tri §tvorce by sme mohli ziskat
vytvorenim vhodnych dvojic z tychto Siestich ¢lenov. M6Zeme vyskiSanim niektorych z nich, napr. z rozkladu
13x2 +10y% +52% = 2x —3y)? + (3x —2)? + (y — 22)? + 12xy + 6xz + 4yz > 66 ziskame slaby odhad, ktory
nemozno dosiahnut. Skusanie si vieme ulahcit uhadnutim (napr. na zaklade vyskasania niekol'’kych trojic), ze
najmensia hodnota vyrazu sa nadobudne v pripade (x, y, z) = (1, 2, 3). Stvorce potom zvolime tak, aby pre tiito
trojicu nadobudali 0.

RieSenie 2:

RieSenie zaloZime na intuitivnhom pozorovani, Ze najmensiu hodnotu ma zadany vyraz vtedy, ked’ si hodnoty x,
y, z €o najmensie, pricom ich zmensovanie je limitované istymi nerovnostami.

PririeSeni pouzijeme niekol'’kokrat toto tvrdenie: Nech k a m st kladné redlne Cisla a f je funkcia taka, Ze f(x) =

kx? + m/x? pre kazdé kladné realne ¢islo x. Nech M = %/m/k. Potom funkcia f nadobuida v M minimum, na
intervale (0, M] je klesajuca a na intervale [M, o) je rasttica.

2
Jeho dékaz vyplyva z Gpravy f(x) = (\/E ‘X — \/ﬁ/x) +2vkm. Vyraz v zatvorke je rastici a nadobida hodnotu

0 prave v M. Preto je vyraz v zatvorke pre x z (0, M] zaporny, takze jeho absolitna hodnota, a teda aj druha
mocnina, klesa. Pre x z [M, o) je zas kladny. Preto f na intervale (0, M] klesa a na intervale [M, o) rastie.



Uvazujme lubovolnu trojicu (x,y, z) spliiajicu nerovnosti zo zadania. Ak v najviac jednej nerovnosti nastava
rovnost, tak existuje premennd, ktora sa nachadza v dvoch ostrych nerovnostiach.

Nech je to premenna x. Plati teda xy > 2 a xz > 3. Obe z hodnét 2/y a 3/z st mensSie ako x. ZmenSime teda
¢islo x na ¢islo x’ rovné maximu tychto dvoch hodnét. Potom plati x'y = 2 ax'z > 3, pricom v aspoii jednom
pripade nastava rovnost. Stale plati yz > 6, aviak 13x'2 + 10y2 + 522 < 13x2 + 10y? + 5z2.

Ak je to premenna y alebo z, postupujeme analogicky. Kazdu trojicu (x, y, z) tak vieme touto uvahou, prip. este
jej zopakovanim, nahradit trojicou, pri ktorej v aspon dvoch nerovnostiach nastava rovnost, pricom nestip-
ne hodnota skiimaného vyrazu. Preto sa stac¢i obmedzit na trojice, kde aspon v dvoch zo zadanych nerovnosti
nastava rovnost.

Rozoberme pripady:
e Nechxy =2axz=3.
Platiteday = 2/x az = 3/x, takze

=13x% + —.

45 85
x2 x2

40
13x% +10y® + 52z° = 13x* + — +
X

Ostava nam teda minimalizovat vyraz s jednou premennou x, pricCom

2 3 6

t.j.x < 1.Vyraz 13x2 + i—z teda minimalizujeme na intervale (0, 1]. Nech f je funkcia definovana f(x) =
13x2% + i—i. Podla vyssie uvedeného tvrdenia funkcia f nadobtida minimum v %/85/13, ¢o je viac ako 1, a na
intervale (0, 3/85/13] je klesajuca. Preto minimum na intervale (0, 1] nadobudne f v hrani¢nej hodnote 1.
Vtedyy =2az=3af(1) =131+ 2 = 98,

e Nechxy =2ayz=6.
Platitedax = 2/yaz = 6/y, takze

13x2% + 10 2+522=5—2+10 2+@=10 24.@
y V2 y 57 y 77

Ostdva nam teda minimalizovat vyraz s jednou premennou y, pricom

2 6 12
3sxz=---=—,
yy vy
t.j.y < 2.Vyraz 10y2 + % teda minimalizujeme na intervale (0, 2]. Nech g je funkcia definovana g(y) =
10y2 + 2yi22 Podla vy$sie uvedeného tvrdenia funkcia g nadobtida minimum v 1/232/10, ¢o je viac ako 2, ana

intervale (0, 3/232/10] je klesajtca. Preto minimum na intervale (0, 2] nadobudne g v hrani¢nej hodnote 2.

Vtedyx =1az=3ag(2) =10-2% + 22 = 98,
e Nechxz=3ayz=6.
Platitedax = 3/zay = 6/z, takze
117 360 477

2 2 2 _ 2 _£,2
13x“ 4+ 10y~ + 5z —Z—2+Z—2+52 =5z +Z—2.

Ostdva nam teda minimalizovat vyraz s jednou premennou z, pricom

3 6 18
Zsay=o o=

t.j.z < 2.Vyraz 5z% + % teda minimalizujeme na intervale (0, 2]. Nech h je funkcia definovana h(z) =
5z2 + %7. Podla vy$Sie uvedeného tvrdenia funkcia h nadobida minimum v %/477/5, ¢o je viac ako 3, a na

intervale (0, 3/477/5] je klesajuca. Preto minimum na intervale (0, 3] nadobudne h v hrani¢nej hodnote 3.

Vtedyx =1lay=2ah(3) =532+ 27 = 98,

Vo vsSetkych troch pripadoch sme dostali, Ze hodnota skimaného vyrazu je aspon 98. NavySe sme ukazali, Ze
tato hodnota je dosiahnutd v pripade (x,y,z) = (1, 2, 3).



Poznamka:

Rozbor jednotlivych pripadov vieme skratit, ak uhAdneme minimum (trebars na zaklade naértu grafu funkcie).
Napr. v prvom pripade sta¢i dokézat, Ze 13x? + 85/x2 > 98. To vieme ekvivalentne upravit na nerovnost
(1 —x?)(85 — 13x2) > 0, ktora pre x z (0, 1] zjavne plati.

Poznamka:

Touto metdédou sa daju riesit aj varidcie tejto tlohy, napr. ak by sme miesto vyrazu v zadani mali hladat’ naj-
mensiu moZznu hodnotu vyrazu 84x2 + 3y? + z2.V poslednych dvoch pripadoch ndm taktieZ vyjde najmensia
mozna hodnota 105 pre trojicu (1, 2, 3). Aviak v prvom pripade dospejeme k funkcii 84x2+21/x2, ktora dosahu-
je najmensiu moznt hodnotu 84 v pripade x = %/21/84 = 1/V2 (nasledne y = 2V2 a z = 32, ¢ize yz =
12 > 6). Vidime, Ze vo vSeobecnosti nemame zarucené, Ze najmensiu hodnotu vyrazu dosiahneme vtedy, ked’
vo vSetkych troch nerovnostiach zo zadania nastant rovnosti. Preto rieSenie sutaznej ulohy zalozZené na tvahe,
Ze na dosiahnutie najmensej hodnoty vyrazu musia nastat' vSetky tri z rovnosti xy = 2, xz = 3, yz = 6, nie je
spravne, hoci pre zadany vyraz 13x2 + 10y? + 5z2 vedie k spravnemu vysledku.
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