MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie C

1 ObdlZnikovy list papiera s réznymi rozmermi a a b prelozime tak, Ze jeden z jeho rohov splynie s protilahlym.
Dokazte, Ze obsah vzniknutého patuholnika je z intervalu (%ab, %ab).
(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
ObdlZnik papiera oznaéme ABCD, pricom |AB| = a a |BC| = b. Nech po prehnuti roh A splynie s rohom C,
priamka tohto prehnutia je teda os tisecky AC. Jej priesecniky so stranami AB a DC oznacme P, resp. R. Nech Q
je obraz bodu D v osovej simernosti podla priamky PR. Predmetny patuholnik je teda PBCQR.

Najskér si uvedomme, Ze kaZdym preloZenim papiera dostaneme obraz preloZenej ¢asti v osovej simernosti
podla priamKky, pozdlz ktorej papier prekladame. V naSom pripade je Stvoruholnik PCQR, t. j. preloZena cast
papiera, osovo sumerny, so Stvoruholnikom PADR podla priamky PR. a teda s nim (nepriamo) zhodny.

B

Bod A po preloZeni papiera splynie s bodom C, os simernosti PR je tak osou usecky AC, a teda prechadza
jej stredom E, ktory je priese¢nikom uhloprie¢ok obdiznika ABCD. Use¢ka PR rozdeluje obd{Zznik ABCD na
dve zhodné casti simerné podla stredu ABCD, preto S(APRD) = S(PBCR). Odtial' uz vyplyva dolny odhad
S(PBCQR) > S(PBCR) = ab.

VSimnime si, Ze z osovej simernosti podla PR st trojuholniky ADR a CQR zhodné. Plati teda
1
S(PBCQR) = S(PBCR) +S(CQR) = ES(ABCD) + S(ARD).

Na dokonéenie dokazu sta¢i ukazat, Zze S(ARD) < iS(ABCD). KedZe S(ARD) = % -|AD| - |[DR| a S(ABCD) =
|AD| cdot |CD]|, je posledna nerovnost ekvivalentna s |[DR| < % |CD|,t.j. IDR| < |CR].

KedZe |CR| = |AR| a AR je prepona pravouhlého trojuholnika ARD s odvesnou DR, preto |[DR| < |CR|.
RieSenie 2:

Pouzijeme oznacenie z predchadzajiceho rieSenia.

Lichobeznik APRD po preloZeni papiera prejde na lichobeznik CPRQ, tieto lichobeZniky st preto zhodné, Spe-
cialne plati, Ze |QC| = b. Nech x = |[AP| = |PC|ay = |DR| = |QR|. Potom |PB| = a — |AP| = a — x.

A x pa—x B



Vyuzitim vzorcov pre obsah lichobeznika a trojuholnika dostavame

(x+y)b+(a—x)b_yb ab
2 2 2 2

S(PBCQR) = S(PCQR) + S(PBC) =

Tento vyraz je vacsi ako %ab, dolny odhad je teda dokazany:.

Na dokazanie horného odhadu ndm staci ukazat, ze % < a4—b, Cize a > 2y. To vyplyva napriklad z toho, Zze a — y
je dlZzka prepony pravouhlého trojuholnika CQR, ktorého odvesna QR ma dlzku y,tedaa —y > y.

RieSenie 3:

Opét pouzijeme oznacenie z predchadzajiceho riesenia.

Podobne ako v prvom rieSeni vyplyva z osovej simernosti zhodnost trojuholnikov CQR a ADR a tieZ rovnosti

|AR| = |CR| a |AP| = |CP|. APCR je teda deltoid, ktory ma navySe protilahlé strany AP a RC rovnobeZné, je to
teda kosoStvorec. Odtial’ uz vyplyva, Ze trojuholniky ADR a C BP s zhodné podla vety sss.

Teraz vyjadrime obsah patuholnika PBCQR pomocou diZok stran a a b daného obd{Znika. Oznaéme x dizku
useCky AP. Pravouhly trojuholnik PBC ma dlzky stran x, a — x a b. Z Pytagorovej vety dostaneme

(a —x)% + b% = x?,
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Zjavne plati
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4 T da &
¢im je dokazany horny odhad zo zadania. Na dokaz dolného odhadu staci ukazat, ze
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Cize ekvivalentne
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Co plati podla zadania.

Nech a a b st prirodzené ¢isla také, Ze a > b, a + b je delitelné 9 a a — b je delitelné 11.

a) Urcte najmensiu moznu hodnotu ¢isla a + b.
b) Dokazte, Ze Cislaa + 10b a b + 10a su delitelné 99.

(Jaromir Sims$a)



RieSenie 1:
a) Z druhej podmienky zo zadania dostavame, Ze a + b je nasobok 9. Z prvej a tretej podmienky mame 11 |
a—b>0,tja—b=11takZzeaja+b >a—b = 11.Pretoa+ b = 18.
Vpripadea+ b = 18platia—b < a+ b < 18,takzea — b = 11, pretoze 11 | a — b > 0. RieSenim sustavy
. . 29 o o -y
rovnica+ b =18aa — b = 11 dostadvame a = ~» Co nie je prirodzené ¢islo.
V pripade a + b = 27 uZ ziskame vyhovujuce rieSenie a = 19 a b = 8, a to rieSenim sdstavy a + b = 27
aa—b=11.
Hladana hodnota je teda 27.
b) e KedZe a + b je delitelné 9, aj (a + b) + 9b Cize a + 10b je delitelné 9. KedZe a — b je delitelné 11, aj
(a—b)+11b ¢iZze a+ 10b je delitelné 11. A pretoZe 9 a 11 st nestidelitelné, a + 10b je delitelnéaj9-11
¢ize 99.
e KedZe a + b je delitelné 9, aj (a + b) + 9a ¢ize b + 10a je delitelné 9. KedZe a — b je delitelné 11,aj b — a
je delitelné 11, a teda aj (b — a) + 11a ¢iZe b + 10a je delitelné 11. A pretoZe 9 a 11 su nesudelitelné,
b + 10a je delitelné aj 9 - 11 ¢ize 99.
RieSenie 2:
b) KedZe (a +10b) + (b + 10a) = 11(a + b) a podla zadania 9 | a + b, ¢islo (a + 10b) + (b + 10a) je sucasne
delitelné 9 aj 11, a teda aj ¢islom 99.

Podobne (b + 10a) — (a + 10b) = 9(a — b) a podla zadania 11 | a — b, takZe ¢islo (b + 10a) — (a + 10b) je
sucasne delitelné 9 aj 11, a teda aj ¢islom 99.

KedZe 99 je neparne ¢islo a deli sucet aj rozdiel danych dvoch ¢isel, aj ¢isla samotné su delitelné 99.
RieSenie 3:

b) Podla zadania platia + b = 9caa — b = 11d pre vhodné prirodzené Cisla c a d. S¢itanim, resp. od¢itanim
tychto dvoch rovnosti dostaneme po naslednom vydeleni 2

_ 9c+11d
a= > ,
_ 9¢c—11d
= 5 .
Z toho
9c + 11d 9¢c—11d 1 99
a+10b = > +10- > =E(9c+11d+90c—110d)=7(c—d),

9c —11d 9c +11d

> +10- >
KedZe lava strana je celé ¢islo a ¢isla 99 a 2 st nestdelitelné, su ¢isla ¢ + d aj ¢ — d parne, takZe obe ¢isla
a+ 10b a b + 10a st nasobky 99.

b+ 10a =

1
= 5(90c +110d + 9¢ — 11d) = Z(c+ad).

K,toré obdlzniky a X b, pri¢om a < b, sa daju rozdelit na $tvorce 1 x 1 pomocou prave 110 tseciek jednotkovej
dlzky?

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Nech je vyska obdznika a a jeho $irka b. Vodorovné tsec¢ky leZia v b stipcoch, kaZzdy z nich obsahuje a — 1
useciek, zvislé ﬁse’(:ky leZia v a riadkoch, kaZdy z nich obsahuje b — 1 Gseciek. Celkovy pocet tiseciek potrebnych
na rozdelenie obdlznika a X b jetedaa(b — 1) + b(a — 1).

Hladdme teda prirodzené ¢isla a a b také, ze
a(b—-1)+b(a—1) =110.
Ekvivalentne
2ab—a—b =110,
4ab — 2a — 2b = 220,
4ab — 2a—2b+ 1 = 221,
(2a—1)(2b—1) = 221.



KedZe st Cisla 2a — 1 a 2b — 1 prirodzené, ekvivalentne plati
(2a—1,2b-1) € {(1,221),(13,17)},
(2a,2b) € {(2,222), (14,18)},

(a,b) € {(1,111),(7,9)}.

Vsetky vyhovujtice obdizniky stiteda1 x 111a7 X 9.
RieSenie 2:

Podobne ako v prvom rieSeni hladdme vsetky dvojice prirodzenych cisel (a, b) také, ze
a(b—1)+b(a—-1) =110.

Ekvivalentne
2ab—a—b =110,

a(2b—1) = 110 + b,

110 + b
=1
220 + 2b
2a= =1
221+ (2b—1)
2a=——rTr
221
2a=2b_1+1,
221
(2a—1)=2b_1,

(2a —1)(2b — 1) = 221.

Dalej pokracujeme ako v rieseni 1.

Sachovnicovo ofarbent tabul’ku 4 X 4 s ¢iernym lavym hornym poli¢kom vypliiame jednotkami a nulami. V kaz-
dom Stvorci 2 X 2, ktory ma Cierne lavé horné policko, st 2 nuly a 2 jednotky. Kol'kymi ré6znymi sposobmi je
moZné tabulku vyplnit?

(Jan Mazak)
RieSenie:
ZacCneme tym, Ze vyplnime stredovy Stvorec 2 X 2 poZadovanym sposobom. Zo 4 policok vyberame 2, kde budu
jednotky (zvysné dve potom vyplnia nuly), mame teda (;) moznosti, ako to urobit.

Kazdy z rohovych Stvorcov 2 X 2 ma po vyplneni stredového Stvorca uz jedno policko vyplnené. Ak vyplnené
policko obsahuje jednotku, vyberame 1 zo zvySnych 3 polic¢ok pre druhi jednotku, ak vyplnené poli¢ko obsahuje
nulu, vyberdme 1 zo zvySnych 3 poli¢ok pre druht nulu. Doplnenie kazdého z tychto Styroch rohovych Stvorcov
je nezavislé od vyplnenia ostatnych rohovych $tvorcov. Vysledok je preto 6 - 3* = 486.

Nech P a Q su postupne stredy stran BC a AC trojuholnika ABC. Nech rovnobezka s AC prechadzajica stredom
K usecky PQ pretina priamku BQ v bode L a priamka PL pretina Gse¢ku AC v bode M. Dokazte, Zze M je stred
usecky AQ.

(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
Nech R je stred strany AB. Potom tusecky PQ, QR, RP st stredné priecky trojuholnika ABC, takze ARPQ a RBPQ
st oba rovnobezniky, pretoZe stredna priecka a polovica strany, s ktorou je rovnobezna, st rovnako dlhé. Nech S
je stred rovnobeznika RBPQ, takzZe je aj stredom jeho uhlopriecky PR a BQ, pretoze uhlopriecky v rovnobezniku
sa rozpoluju.



B

KedZe isecka KL jerovnobezna s QM aj s PS a prechadza stredom tsecky PQ, je to stredna priecka trojuholnikov
PQS aj PQM. Plati teda

1 1
QM| = 2|KL| = |PS| = 5 IPR| = 5 |Q4l,

takZe M je stred dsecky AQ.
RieSenie 2:
Oznacme N priesec¢nik priamky KL so stranou BC. KedZe priamka KL prechadza stredom tusecky PQ a je rovno-

beznd s QC, je isecka NK strednou prie¢kou v trojuholniku PCQ. Sticasne je K L strednou prieckou trojuholnika
PQM. Z toho vyplyva, Ze NL je stredna priecka trojuholnika PCM.

C

B

ZrovnobeZznosti useciek NL a CQ vyplyva, Ze trojuholniky BN L a BC Q st rovnolahlé so stredom B a koeficientom
3 : 4, pretoZe v rovnakom pomere su diZky strdn BN a BC oboch trojuholnikov. Plati teda |[NL| : |CQ| = 3 : 4.
KedZe tisecka NL je strednou prieckou trojuholnika PCM, plati

3 3 3
CM|=2-INL|=2--]|CQ|=~--2]|CQ| = - |AC],
lcMI=2-INL| = 2- Z|cQl = 7 - 21cQl = 7 l4C|

teda
Ml = > 1act = L 1ag)
T4 T2 Ql-

RieSenie 3:
Use¢ka QP je strednou prie¢kou trojuholnika ABC, je tak rovnobeZna so stranou AB a ma polovi¢nua dizku.

Oznacme U priesecnik priamky PL s priamkou AB. Z rovnolahlosti trojuholnikov BLU a QLP so stredom L je
priese¢nik T priamok KL a AB stredom usecky UB. Plati

1 1
|AT| = |QK| = 5 1QP| = 7 |4B],

2
teda 3
|UT| = |TB| = |AB| — |AT| = ” |AB],
odkial dostavame 1
|[UA| = |UT| — |AT| = > |AB| = |PQ].

Trojuholniky UAM a PQM st potom rovnolahlé so stredom M, a kedZe ich zodpovedajtice strany UA a PQ su
zhodné, plati aj |AM| = |[MQ|, takZe M je stred AQ.



B

6 Stvorciferné ¢islo abcd s nenulovymi ciframi nazveme zrkadlitelné prave vtedy, ked pripo¢itanim 9-nasobku ne-
jakého trojciferného cisla zapisaného pomocou troch rovnakych cifier vznikne ¢islo dcba. Kol'ko zrkadlitelnych
Cisel existuje?

(Maria Domanyova, Patrik Bak)
RieSenie:
Cislo abcd je teda zrkadliteIné prave vtedy, ked’ existuje nenulova cifra x taka, ze

abcd +9 - xxx = dcbha,
ekvivalentne
(1000a + 100b + 10c + d) + 9(100x + 10x + x) = 1000d + 100c + 10b + q,

999a —999d + 9 - 111x = 90c — 90b,
999(a —d + x) =90(c — b),
111(a —d + x) = 10(c — b).

KedZe cisla 111 a 10 st nesudelitelné, 111 deli ¢ — b, a kedZe su to cifry, platic — b = 0, t.j. b = c. Za tejto
podmienky dalej ekvivalentne
111(a—d +x) =10-0,

111(a—d +x) =0,
a—d+x=0,
a+x=d.

Cislo abcd je teda zrkadlitelné prave vtedy, ked b = c a existuje nenulova cifra x taka, 7e a + x = d, t. j. prave
vtedy,ked b =caa <d.

Dvojic nenulovych cifier (b, ¢) takych, Ze b = c, je 9 a dvojic nenulovych cifier (a, d) takych, Zze a < d, je (z)

Tieto podmienky st nezavislé, takze pocet zrkadlitel'nych ¢isel je 9 - (2) Cize 324.
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