MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

Riesenia uloh Skolského kola kategorie C

1 Stvorcovi tabul'ku 4 x 4 vyfarbujeme $tyrmi roznymi farbami tak, aby kaZdé poli¢ko tabulky bolo vyfarbené
prave jednou farbou. Rozhodnite, ¢i je mozné najst vyfarbenie, v ktorom bude kazda farba v kazdej z deviatich
mensich tabuliek 2 X 2 a tiez
a) vkazdom riadku a v kazdom stipci,

b) v kazdom riadku.

(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
Stvorce 2 x 2 pre zjednodusenie zapisu pomenujeme Iavy horny, horny, pravy horny, lavy, prostredny, pravy, lavy
dolny, dolny, pravy dolny a farby oznacime A, B, C, D.
a) Ukazeme sporom, Ze tabul'ka sa neda vyplnit pozadovanym spdsobom. Predpokladajme, Ze tabulka 4 x 4

sa da vyplnit' farbami A, B, C, D poZadovanym sposobom. Uvazujme prostredny Stvorec 2 X 2. Nech st jeho
Styri polic¢ka (bez ujmy na vSeobecnosti) vyplnené Styrmi réznymi farbami tak ako na obrazku.
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Podla zadania potom v8ak v druhom policku prvého riadka uzZ nemdze byt ani farba C, pretoZe v druhom
stipci uz farba C je, a ani farby A a B, pretoZe tieto farby st uz obsiahnuté v hornom $tvorci 2 x 2. Preto
v druhom poli¢ku prvého riadka musi byt farba D. Z podobného dévodu musi byt farba D aj v prvom policku
druhého riadka. To v§ak znamena, Ze v lavom hornom $tvorci 2 X 2 je farba D dvakrat, o je spor.

b) Tabulka sa da poZadovanym sposobom zafarbit, a to napriklad takto:
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Riesenie 2:
a) Zacnime od horného riadka, ten zafarbime bez ujmy na vSeobecnosti farbami A, B, C, D v tomto poradi.

Policka v druhom riadku uz potom majt jednoznacné zafarbenie postupne C, D, A, B, pretoZe na prvych dvoch
musia kvoli podmienke na Iavy horny Stvorec 2 X 2 byt farby C, D a zaroven C nemoéZe byt (kvéli podmienke
na horny $tvorec) na druhom policku. Podobne B moZe byt len na poslednom policku.
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Aplikovanim rovnakej ivahy na treti riadok odvodime, Ze v jeho polickach musia byt postupne farby A, B, C,
D. Potom vSak bude v prvom stlpci farba A dvakrat, o je spor.
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Tabul'ka sa teda vyplnit poZadovanym spésobom neda.
b) Ako vrieSeni 1.



RieSenie 3:

a) Ak druhé policko druhého riadka zafarbime jednou z danych Styroch farieb, tak musi byt tato farba v prvom
riadku (podla podmienky na lavy horny a horny Stvorec) jedine vo Stvrtom poli¢ku a v tretom riadku (podla
podmienky na lavy a prostredny Stvorec) tieZ jedine vo Stvrtom poli¢ku. To uZ je spor, pretoZe vo Stvrtom
stipci bude tato farba dvakrat. Tabul'ka sa teda vyplnit' pozadovanym spdsobom neda.

b) Ako vrieSeni 1.

Pokyny:

5 bodov dajte za ¢ast' a) a 1 bod za cast' b).

Za nepresnu alebo netplnd argumentaciu v ¢asti a) strhnite najviac 2 body.

Dané su dve kladné prirodzené cisla také, ze ich sucet je prvocislo 313, ktoré je navysSe delitelom stctu ich naj-
vacSieho spolo¢ného delitela a najmensieho spolo¢ného nasobku. Najdite tieto Cisla.

(Patrik Bak)

RieSenie:

Oznac¢me hladané ¢isla a a b.

Vsimnime si najskor, Ze Cisla a, b su nesudelitelné. Ak by totiZ boli studelitelné, ich stcet by bol delitelny ich

najvacsim spolo¢nym delitelom, a nemohol by tak byt prvocislom. Teda najvacsi spolo¢ny delitel ¢isela a b je 1

a ich najmensi spolo¢ny nasobok je ab. NaSe podmienky tak znamenaju, Ze a + b = 313a313 | ab + 1.

Dalej mame niekol'ko spdsobov, ako pokracovat’ v rieseni:

1) KedZe 313 = a + b, podmienka zo zadania mé tvar 313 | (313 —b)b+ 1,t.j.313 | b2 =1 = (b—1)(b + 1).
KedZe 313 je prvocislo, plati 313 | b — 1 alebo 313 | b + 1. Vzhladom na to,Ze 313 =a + b > b > 0, mame
bud 313 = b + 1,alebo b — 1 = 0. Prvy pripad dava rieSenie b = 312, a = 1, druhy rieSenie b = 1,a = 312.

2) Plati

ab+1=ab+1—a—-b+a+b=@-1)(bh-1)+@+b)=((@—-1)(b—-1)+ 313,
z ¢oho vyplyva, Ze 313 je delitelom (a — 1)(b — 1). KedZe 313 je prvocislo a a,b < 313, vyplyva z toho
(a—1)(b—1)=0,takZea=1ab =312alebob =1aa = 312
3) KedZe 313 = a + b, plati 313 | a(a + b), a pretoze plati aj 313 | ab + 1, dostavame
313 |a(a+b)—(ab+ 1) =a?—-1=(a—1)(a+1).
KedZe 313 je prvocislo, mame 313 | a — 1 alebo 313 | a + 1. V prvom pripade a = 1, b = 312, lebo
313=a+b >a—1.Vdruhom pripadea =312,b =1,lebo313 =a+b=>a+ 1.
Skaskou sa lahko presvedc¢ime, Ze obe dvojice (312, 1) a (1, 312) nazoaj vyhovuju.
Pokyny:

Za tvrdenie, Ze ¢isla a a b st nesudelitelné, dajte 1 bod. Za prepis podmienoknaa + b = 313a313 | ab + 1
dajte dalsi 1 bod. Za dokoncenie rieSenia dajte 4 body. Za numerickd chybu strhnite najviac 1 bod.

Harok papiera ABCD s rozmermi 2 X 1 preloZime pozdiz Gsecky EF ako na obrazku tak, Ze vrchol A splynie
so stredom A’ Gsec¢ky BC a vrchol D splynie s bodom D’. Urcte obsah $tvoruholnika A'D'FE.
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(Tomas Barta)
RieSenie 1:
Ozna¢me Y a Z postupne stredy stran CD a AB a X priese¢nik YZ s AA’. Potom je XZ rovnobezné s BC, a kedZze
Z je stred strany AB, je XZ strednou prieckou trojuholnika ABA’. Preto je X stredom usecky AA" a plati
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Kedze |AE| = |EA’|, trojuholnik AEA’ je rovhoramenny, a preto je jeho taznica XE kolmé na AA’. Z toho vyplyva,
Ze
|%ZXE| = 90° — |%AXZ| = 90° — (90° — |XEAX|) = |XEAX].

Pravuhlé trojuholniky XZE a ABA' st preto podobné podla vety uu. Preto
1
|ZE| : |A'B| = |XZ] : |AB| =Z:2= 1:8.
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Podla vzorca pre obsah lichobeZnika plati
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Riesenie 2:
AEFD je lichobeznik, takze
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Z Pytagorovej vety pre trojuholnik EBA’ mame

|A'E)? = |BE|® +|A'B|?,
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Podobne pomocou Pytagorovej vety pre trojuholniky FA'D’ a FA'C vyjadrime dvojakym spésobom druhti moc-
ninu dizky prepony FA":
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Pokyny:

Za zd6vodnené tvrdenie o podobnosti trojuholnikov z prvého rieSenia dajte 2 body, 3 body pokial’ je urceny
a zdovodneny aj spravny koeficient podobnosti.
V oboch rie$eniach za spravny vypoéet dizky jednej z ise¢iek AE alebo DF dajte 3 body a za spravny vypodet
diZok oboch useéiek 5 bodov. Za spravny finalny vypocet obsahu lichobeznika dajte 1 bod. Len za uvedenie
vzorca pre obsah lichobeZnika body neudelujte.

Za numericku chybu strhnite najviac 1 bod.
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