MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh Skolského kola kategorie B

1 Zcifier 1 az 9 vytvorime devatciferné ¢islo s navzajom réznymi ciframi. Potom kazdu jeho dvojicu po sebe idticich
cifier interpretujeme ako dvojciferné ¢islo.

a) Najviac kol'’ko mocnin prvocisel s celoCiselnym exponentom vacsim ako 1 mo6ze byt medzi tymito 8 dvojcifer-
nymi ¢islami?

b) Kol'ko roznych devitcifernych cisel nas k tomuto poc¢tu dovedie?

(Dominik Martin Rigész)
Riesenie:
Najprv si vypiSeme vSetky dvojciferné prvociselné mocniny s celo¢iselnym exponentom vaésim ako 1 postupne
podla prvocisel, ktoré su ich zdkladom: 16, 32, 64, 27, 81, 25, 49. Pre prvocisla 11 a vacsie su takéto ich mocniny
aspon trojciferné. Cisla 25 a 27 nemo6zu byt naraz medzi vytvorenymi dvojcifernymi ¢islami, preto medzi nimi

nemodze byt viac ako 6 tychto prvociselnych mocnin. Dalej ukdzeme, Ze 6 mocnin mozno dosiahnut, pricom
zarovein zodpovieme aj otazku z Casti b).

Aby sme dosiahli 6 tychto mocnin prvocisel, tak medzi nimi musi byt kazdé z ¢isel 16, 32, 64, 81, 49. Cisla 81, 16,
64, 49 musia byt napisané v tomto poradji, lebo maju spolocné cifry a kazda cifra sa vyskytuje len raz. Hladané
Cislo tak musi obsahovat blok cifier 81649. Ak je medzi ¢islami 25, tak ¢islo musi obsahovat aj blok 325. Osta-
la ndm este cifra 7. Hladané ¢islo sa tak musi skladat’ z troch blokov cifier 81649, 325, 7. Zaroven kazdé c¢islo
vytvorené z tychto blokov (v lubovolnom poradi) zjavne vyhovuje podmienkam zo zadania. MoZnosti usporia-
dania blokov je 3-2 -1 CiZe 6, pretoZe prvy blok (najviac vlavo) vyberame spomedzi 3 moznych, druhy spomedzi
2 anazaver nam ostane 1 blok.

Ak by medzi ¢islami namiesto 25 bolo 27, dostali by sme rovnako tri bloky ¢isel 81649, 327, 5, ktoré vieme opat
usporiadat 6 spésobmi.

Preto najvacsi pocet prvociselnych mocnin s celo¢iselnym exponentom vacsim ako 1 medzi tymito cislami je 6
a dovedie nas k nemu 6 + 6 CiZze 12 pociato¢nych devatmiestnych Cisel.

Pokyny:

V netplnych rieSeniach ohodnotte kroky z vyssie popisaného postupu nasledovne:

A1 Vypisanie vSetkych dvojcifernych mocnin prvocisel: 1 bod.
A2 Zddévodnenie, Ze medzi ¢islami nemoZe byt vSetkych 7: 1 bod.

A3 Objavenie, Ze hladané ¢islo musi obsahovat isté bloky cifier (1 bod udelte aj v pripade, ked’ niektory blok
je nespravny alebo chyba): 1 bod.

A4 Uvedenie jedného prikladu ¢isla, pre ktoré dostaneme 6 mocnin: 1 bod.

A5 Urcenie poctu vSetkych vychodiskovych devatcifernych cisel (¢i uz vypoctom alebo vypisanim): 3 body.
Pocet bodov za krok Xi oznacime x;.
Celkovo za netplné rieSenie udel'te a, +a,+az+max(a,, as) bodov. Za cast a) udel'te najviac 3 body (a,+a,+a,).
Ak riesitel nespravne vypiSe pozadované mocniny, udelte za ¢ast A1 0 bodow.

Za zvys$né Casti mozete udelit plny pocet bodov, ak riesitel’ vo svojom rieSeni pouzil ekvivalentné alebo naroc¢-
nejsie myslienky. Napr. pokial riesitel len zabudne na 49, princip rieSenia tlohy sa nezmeni a moze ziskat az 5
bodov.

AkrieSitel' zabudne na 27, nemoéze ziskat body za A2, pretoze v takom pripade je moZné ziskat' vSetky rieSitelom
najdené mocniny, takZe moZe ziskat najviac 4 body.

2 Vnutri pravouhlého rovnoramenného trojuholnika ABC s preponou BC lezi bod D taky, Ze priamky AD a BD su
na seba kolmé. V polrovine uréenej priamkou AD neobsahujucej bod B lezi Stvorec ADEF. Dokazte, Ze priamka
EF prechiadza bodom C.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Trojuholniky ABD a ACF majui rovnako dlhé dve strany: |AB| = |AC| (ramena trojuholnika ABC) a |AD| = |AF|
(strany Stvorca ADEF). TaktieZ tieto spolo¢né strany zvieraju rovnaky uhol, pretoze plati |*BAD| = 90° —



|*DAC| = |«CAF]|. Preto su trojuholniky ABD a ACF zhodné podla vety sus. Z toho vyplyva, Ze priamka CF je
kolma na stranu AF. Rovnako je vsak na stranu AF kolma aj priamka E'F. Preto na priamke EF lezi aj bod C.

C

RieSenie 2:

Vsimnime si, Ze |¥AEB| = |XAED| = 45° = |*ACB| (abod E zjavne lezi v polrovine ABC), takze body 4, E, C, B
leZia na kruznici podla vety o obvodovych uhloch. Tym padom |¥BEC| = |¥BAC| = 90°. Ked%e |[<FEB| = 90°,
plati |*FEC| = 180°. Preto priamka EF prechiadza bodom C.

RieSenie 3:
Ozna¢me r dizku ramien trojuholnika ABC a ¢ velkost uhla DAB. Z pravouhlého trojuholnika ABD vyjadrime
diZku strany $tvorca: |AD| = r cos ¢. Plati tie

[€CAF| =90° — |[<DAC| = 90° — (90° — @) = ¢.
Nech priamka FE pretne priamku AC v bode C’. Z pravouhlého trojuholnika C'AF dostavame

|AF| _rcosg

[C'A| = T.

cos @ cos @

Teda priamka FE pretina priamku AC vo vzdialenosti r od bodu 4 a zjavne v polrovine ABC. To vSak znamena,
Ze bod C' splyva s bodom C, a teda priamka EF prechadza bodom C.

C

Poznamka:

Parametrami r a ¢ je jednoznacne popisana cela situdcia: Tvar trojuholnika ABC vyplyva z toho, Ze je rovnora-
menny a pravouhly, r urcuje jeho vel'’kost a poloha bodu D je uré¢ena uhlami DAB a ADB. Preto moZno ocakavat,
Ze akékolvek dalSie potrebné uhly a vzdialenosti bude moZné vyjadrit pomocou r a ¢.

RieSenie 4:
V otoceni so stredom v bode A 0 90° sa bod B zobrazi na bod C a bod D sa zobrazi na bod F. Priamka BD sa tak

v tomto otoceni zobrazi na priamku CF, preto sd kolmé. AvSak na priamku BD je kolma aj priamka EF. Preto
priamky EF a CF splyvajq, takze EF prechadza bodom C.



Pokyny:
Pocet bodov za krok X oznacime x, pocet bodov za krok Xi oznacime x;.

V netplnych rieSeniach rozdel'te body nasledovne:

K Dokaz, Ze niektory z uhlov CEB a CFA je pravy, alebo podobné tvrdenie, z ktorého priamo vyplyva, Ze
priamka EF prechadza bodom C: 5 bodow.

Z KonStatovanie, Ze z predoslého bodu vyplyva dokazované tvrdenie: 1 bod. (Tento bod udelte, aj ak dékaz
z Al nie je Gplny alebo aj ked' riesitel len zredukuje dokaz tvrdenia z ilohy na d6kaz kolmosti priamok.)

Neuplné dokazy ohodnotte podla nasledovnych schém:
Pri postupe podla rieSenia 1:

A1l Doékaz |«CAF| = |«DAB]|: 2 body.
A2 Doékaz, Ze trojuholniky ABD a ACF st zhodné: 4 body.
Pri postupe podla rieSenia 2:
B1 Hypotéza, Ze body A4, E, C, B leZia na jednej kruZnici: 1 bod.
B2 Dokaz hypotézy: 3 body.
Pri postupe podla riesenia 3:

C1 Vyjadrenie diZky strany $tvorca ADEF pomocou dizky ramena, resp. podobny vztah medzi ramenom a stra-
nou Stvorca: 1 bod.

C2 Dokaz |<CAF| = |«DAB|: 2 body.
Pri postupe podla rieSenia 4:
D1 KonStatovanie, Ze bod B sa zobrazi na bod C v oto¢eni 0 90° okolo bodu 4: 1 bod.

D2 KonStatovanie, Ze v rovnakom otoceni sa zobrazi D na F: 1 bod.

D3 Konstatovanie, Ze preto sa priamka BD zobrazi na CF: 2 body.

Celkovo potom za neuplné rieSenia udelte max(max(a,,a,), b; + by, ¢; + ¢, dy + d, + d3, k) + z bodow.

Pre kladné celé ¢isla r a s plati, Ze ¢islo r/s leZi v uzavretom intervale [23/45,46/89]. Akt najmens$iu hodnotu
moze mat Cislo s?

(Pavel Calabek)
RieSenie 1:
KedZe 23/45 > 1/2, platiajr/s > 1/2.Z toho vyplyva, Ze s < 2r,teda s < 2r — 1. Preto
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preto

Z nerovnostir/s < 46/89 potom dostaneme
s =89r/46 = 89 - 16/46,

s = 31.

Tato hodnota je dosiahnuteln, pretoze ¢islo 16/31 sa naozaj nachddza v pozadovanom intervale.
Teda hladana najmensia hodnota ¢isla s je 31.
Poznamka:
Dokaz nerovnosti r = 16 mozno formulovat' aj nepriamo alebo sporom: Ak by platilo r < 16, tak by ¢islo r/s
nelezalo v poZadovanom intervale pre Ziadne s - v pripade s = 2r by sme malir/s < 1/2 < 23/45 a v pripade
s = 2r — 1 by uz ¢islo r/(2r — 1) bolo vacSie ako 46/89, ¢o rovnako plati aj pre mensie hodnoty s.
RieSenie 2:
KedZe r/s > 24/45 > 1/2, plati r > s/2. Dalej budeme samostatne uvazovat’ parne a neparne s:
e Nech je s parne, t.j. s = 2k pre nejaké kladné celé k. Zo vztahu r > 2k /2 = k dostdvame r > k + 1. Taktiez
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Pre parne s tak plati s > 2 - 30 = 60.

e Nech s je nepdrne, t.j. s = 2k — 1 pre nejaké kladné celé k. Z podmienky r > s/2 dostaneme r > k. KedZe
plati
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<-<—
2k—1 " s~ 89
dostavame
k 46
<
2k—1 ~ 89’
89k < 46(2k — 1),
89k <92 — 46,
46 < 3k,
ateda
k = 16.

To znamena, zes > 2-16 — 1 = 31.

Takto sme dostali, Ze v oboch pripadoch plati s > 31. Tato hodnota je naozaj dosiahnutelnd, pretoZe jej zod-
povedd r = k = 16. Vtedy sa ¢islo 16/31 naozaj nachadza v intervale [23/45,46/89].

Poznamka:

Odhad s > 31 mdzeme ziskat' aj bez delenia podla parity s. Z nerovnostir > s/2 vyplyvar > (s + 1)/2. Potom
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z ¢oho dostaneme s > 30. Av§ak v pripade s = 30jer = 31/2,tedar = 16,kedy r/30 = 16/30 > 46/89. Preto
musi platit odhad s > 31.
RieSenie 3:

Podla zadania ma platit
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po odstraneni zlomkov mame 23s < 45r a 89r
89r < 46s < 90r.
Po odcitani 92r dostaneme
—3r < 46s —92r < —2r,

z ¢oho po vynasobeni —1 dostavame
3r > 46(2r —s) = 2r.
Z druhej nerovnosti vyplyva, Ze 2r — s je kladné, t. j. 2r — s > 1, z prvej dostavame 3r = 46, ¢im dostavame
r = 16.Z nerovnosti 89r < 46s potom dostaneme s > 89 - 16/46, teda s > 31.
Hodnota s = 31 je dosiahnuteln4, pretoze 16/31 € [23/45,46/89].
RieSenie 4:
Podla zadania plati pre prevratené cislo
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Preto aj ¢islo 2r — s musi byt kladné a podobne dalej mame
43 s—r
— < <
3 2r—s

A

22,

t.j.
i< 27T
37 2r—s
KedZe 2r —s = 1,platis —r = 14 + 1/3,teda s — r = 15. Opatovnym vyuZitim 2r — s > 1 tak dostadvame
r+ 15 < s < 2r — 1. Tondm davar = 16 a nasledne s > 31.
Hodnota s = 31 je dosiahnuté pre ¢islo 16/31 z [23/45,46/89],

Pokyny:

< 22.

Pocet bodov za krok X oznacime x, pocet bodov za krok Xi oznacime x;.
V netplnych rieSeniach ohodnotte kroky z vyssie popisaného postupu nasledovne:

A Uvedenie spravneho vysledku s = 31 spolu s konStatovanim, Ze ¢islo 16/31 patri do poZadovaného inter-
valu: 1 bod.



B1 Dokaz nerovnosti s = 31 bud’ pre vSetky neparne s, alebo pre vSetky parne s: 3 body.
B2 Dokaz nerovnosti r > 16: 4 body.
B3 Dokaz nerovnosti s > 30: 4 body.
B4 Dokaz nerovnosti s = 31: 5 bodow.
Pri postupe podla vzorového riesenia 1:
D1 Dokaz nerovnosti s < 2r: 1 bod.
D2 Doékaz nerovnosti s < 2r — 1: 2 body.
D3 Dokaz nerovnostir/(2r — 1) < r/s: 3 body.
Pri postupe podla vzorového riesenia 2:
E1 Doékaz nerovnostir > s/2: 1 bod.
E2 Doékaz nerovnostir = (s + 1)/2: 2 body.
E3 Rozdelenie rozboru nerovnosti v > s/2 na dva pripady, pre parne a neparne s: 2 body.

E4 Dokaz jednej z nerovnosti (k + 1)/(2k) < r/s (pre parne s) alebo k/(2k — 1) < r/s (pre neparne s): 3
body.

E5 Dokaz oboch nerovnosti: 4 body.
Pri postupe podla vzorového riesenia 3:

F1 Odvodenie nerovnosti 89r < 46s < 90r: 1 bod.
F2 Dolny odhad r (resp. 3r) pomocou 2r — s: 1 bod.
F3 Doékaz 2r —s > 1: 2 body.

Pri postupe podla vzorového riesenia 4:

G1 Urcenie intervalu pre prevratené c¢islo s/r: 1 bod.
G2 Urcenie intervalu pre cislo (s —r)/(2r — s): 2 body.
G3 Odvodenie odhadov 2r —s > 1as —r = 15: 3 body.

Celkovo potom za neuplné riesenie udelte
a + max{by, by, b3, by, max{max{d,, d, d3}, max{es, e;, €3, €4, es}, min{f; + f, + f3,3}, max{gs, g2, g3}}}

bodow.
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