MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RiesSenia uloh okresného kola kategorie Z9

1 N43jdite vSetky dvojciferné prirodzené ¢isla, ktoré maju nasledujicu vlastnost: Ked' pred ¢islo pripiSeme sicin
jeho prvej cifry a jeho prvej cifry zvacSenej o 1, dostaneme druhd mocninu pévodného ¢isla.
(Karel Pazourek)
RieSenie:
Cifru na mieste desiatok oznacime a, cifru na mieste jednotiek oznacime b. Hladané cisla st v tvare 10a + b, kde
a€e{l,..,9},be{0,..,9}aplati
100a(a + 1) + (10a + b) = (10a + b)?.

Po Upravach dostavame:
100a? + 100a + 10a + b = 100a? + 20ab + b?,
110a + b = 20ab + b2.

Cislo v tejto rovnosti je viacciferné. Aby suhlasili cifry na mieste jednotiek, musi byt cifra na mieste jednotiek
v b2 prave b. Tejto podmienke vyhovujti iba cifry 0, 1, 5, 6. Postupne rozoberieme v3etky tieto pripady:

e Vpripade b = 0 dostavame
110a = 0,

a=0,
¢o nevyhovuje.

e Vpripade b = 1 dostdvame
110a+ 1 =20a + 1,

90a = 0,
a=0,

¢o nevyhovuje.

e Vpripade b = 5 dostavame
110a + 5 = 100a + 25,

10a = 20,
a=2,
Dozstévame tak Cislo 25, ktoré vyhovuje, lebo stcin jeho prvej cifry a jeho prvej cifry zvicSenejo 1je 6 a 625 =
254
e Vpripade b = 6 dostavame
110a + 6 = 120a + 36,
—30 = 10aq,
-3 =aq,
¢o nevyhovuje.
Jediné cislo s vlastnostou zo zadania je teda 25.
Pokyny:
2 body za formulaciu rovnice a jej ipravy; 2 body za urcenie moznosti cifry b; 2 body za vyrieSenie tlohy a zaver.

Bez neznamych a a b sa tlloha da vyriesit systematickym vysktiSanim vSetkych moZnosti. V takom pripade hod-
not'te podla tplnosti postupu a komentara.




2 Najdite vSetky trojice navzajom roznych cisel takych, Ze:
¢ jedno z nich je aritmetickym priemerom zvySnych dvoch,
* sucet aritmetického priemeru najvacsieho a stredného cisla a aritmetického priemeru stredného a najmen-
Sieho Cisla je 628 a rozdiel tychto dvoch aritmetickych priemerov je 83.
Na poradi ¢isel v trojici nezaleZi.
(Karel Pazourek)

RieSenie 1:
Ak by sme zakreslili trojicu hladanych ¢isel na ¢iselnt os, tak z prvej podmienky vieme, Ze jedno z Cisel trojice
(oznacme ho b) je presne v strede medzi zvySnymi dvoma cislami (oznac¢me najvécsie z nich a a najmensie z nich
c). Aritmetické priemery, o ktorych sa hovori v druhej podmienke, su taktiez presne v strede medzi uvedenymi

dvojicami ¢isel. 0znaéme ich postupne p a q. Cisla zndzornené na ¢iselnej osi tak tvoria postupnost’ piatich ¢isel,
medzi ktorymi st rovnaké rozostupy, ktorych velkost oznacime x.

Z uvedenych vztahov vyplyva, Ze Cislo b je v strede medzi ¢islami p a g, ¢iZe je ich aritmetickym priemerom.
Zo zadania vieme, Ze sucet tychto dvoch ¢isel je 628,ateda b = 628/2 = 314. Takisto vieme, Zep—q = 2x = 83.
Teda

a =314+ 2x = 314 + 83 = 397,

c=314—-2x =314 — 83 = 231.

Hladané tri ¢isla su teda 397, 314, 231.

A naozaj, aritmeticky priemer 397 a 231 je 314, aritmeticky priemer 397 a 314 je 355,5, aritmeticky priemer
314 a231je 272,5, sucet 355,5a 272,5 je 628 a ich rozdiel je 83.

RieSenie 2:
Hladané tri ¢isla od najvacSieho po najmensie oznac¢ime a, b, c. Prostredné ¢islo je aritmetickym priemerom
zvysnych dvoch, teda b = aTﬂ Aritmeticky priemer prvého a druhého cisla je azﬂ, pricom
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a—c = 166.
S¢itanim tychto dvoch vysledkov dostavame
(a+c)+ (a—c) =628+ 166,

2a =794,
a =397,
a ich odcitanim
(a+c)—(a—c) =628 — 166,
2c = 462,
c =231

Hladané tri ¢isla su teda 397, 314, 231.

A naozaj, aritmeticky priemer 397 a 231 je 314, aritmeticky priemer 397 a 314 je 355,5, aritmeticky priemer
314 a231je 272,5, sucet 355,5a272,5 je 628 a ich rozdiel je 83.

Pokyny:
2 body za formulaciu pomocou neznadmych; 2 body za ¢iasto¢né postrehy a ipravy; 2 body za vysledok a kvalitu
komentara.

VCera vydojili na farme Doj dvakrat viac mlieka ako na farme Hoj a na farme Loj dvakrat viac mlieka ako na
farme Doj. Kazda farma poslala ¢ast vydojeného mlieka na vyrobu masla. Farma Doj poslala na vyrobu masla
7/8 svojho mlieka a farma Hoj 3/4 svojho mlieka. Z mlieka vydojeného na vSetkych troch farmach i$lo na vyrobu
masla dokopy 90 %.

Aku cast svojho mlieka poslala na vyrobu masla farma Loj?

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Mnozstvo mlieka vydojeného na farme Hoj oznacime h. Mnozstvo mlieka vydojeného na farme Doj bolo 2h, na
farme Loj 4h. Na vSetkych troch farmach dokopy bolo vydojené 7h mlieka.
MnoZstvo mlieka, ktoré poslala na vyrobu masla farma Doj, bolo g -2h Cize Zh. Farma Hoj poslala Zh. Zo vsetkych

troch fariem islo dokopy 90 % - 7h ¢iZe 6,3h. MnoZstvo mlieka, ktoré i8lo na vyrobu masla z farmy Loj, ozna¢me

l, potom

10 126-50 76
h=h=——s—h=
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20 20
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Celkovo sa na farme Loj vydojilo 4h, teda na vyrobu masla poslala farma Loj % Cize 95 % svojho mlieka.
Pokyny:

2 body za formulaciu pomocou nezndmych; 2 body za Ciastoc¢né postrehy a tipravy; 2 body za vysledok a kvalitu
komentara.

ObdiZnik ABCD ma obsah 82 cm?. Bod E je stredom strany CD a bod P je prieseénikom tseciek AC a BE.
Urcte obsah trojuholnika ABP.
(Erika Novotna)
RieSenie 1:
Usecky AB a CE st rovnobezné a plati, ze |[AB| = 2 |CE|. Preto je trojuholnik CEP zhodny s prie¢kovymi troj-
uholnikmi trojuholnika ABP, t.j. s trojuholnikmi KLP, AMK, MBL a LKM urcenymi strednymi prieckami ABP:
D E C




Teda |AK| = |KP| = |PC|, z ¢oho |AP| = § |AC|. Trojuholniky ABP a ABC majt spolo¢ny vrchol B a k nemu
protilahlé strany leZia na tej istej priamke. preto

2
S(ABP) = §S(ABC).
Trojuholnik ABC je polovicou obdiZnika ABCD, teda plati
1
S(ABC) = 5S(ABCD).

Z toho dostavame 1
S(ABCD) = 3 - 82 cm? = 27,3 cm?.

N

2

RieSenie 2:
Uhlopriec¢ky obdiZnika ABCD sa pretinajti v bode S, ktory lezi v strede kazdej z nich. Bod E je stred tsecky CD.
Preto st Gsecky SC a BE taznicami trojuholnika BCD, teda ich priese¢nik P je taZiskom tohto trojuholnika.

D E C

A B

KedZe je bod P taziskom, plati |SC| = 3 |SP|. NavySe |AS| = |SC]|, teda |AP| = 4|SP| a |AC| = 6|SP|. Odtial
dostavame |AP| = g |AC| a dalej postupujeme rovnako ako v predchadzajiicom rieSeni.

Poznamka:
So znalostou pomeru |AP| : |AC| = 2 : 3 alebo |AP| : |PC| = 2 : 1 je mozné obdlznik ABCD rozdelit na
trojuholniky so zndmymi pomermi obsahov:

D E C

A B

Odtial sa da vyjadrit pomer obsahu trojuholnika ABP a obsahu obdiZnika ABCD ako 4 : 12 ¢ize 1 : 3.
Poznamka:

Pomer |AP| : |PC| = 2 : 1 je moZné odvodit aj z podobnosti (rovnolahlosti) trojuholnikov ABP a CEP, t. j.
z faktu, Ze Gse¢ky AB a CE st rovnobezné a |AB| = 2 |CE]|.

Pokyny:
Hodnotenie:
2 body za rozbor a ¢iastkové postrehy; 2 body za pomocné vztahy; 2 body za vysledok a kvalitu komentara.

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tplné riesenie prideluje 6 bodov.

Ak zZiak riesi ilohu postupom, ktory sa odliSuje od vSetkych tu uvedenych rieseni, ale ilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma sa zvoli tak, aby

¢o najlepsie koreSpondovala s navrhom hodnotenia tu uvedenym.
Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Opét upozornujeme na moznost zverejnit vysledkovu listinu okresného kola na oficialnej stranke Slovenskej komisie MO https://skmo.sk. Staci
poslat vysledkovtl listinu e-mailom na adresu skmo@skmo.sk v takom formate, v akom si ju Zelate zverejnit na internete.



Prosime, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu: Ak prave 5 Ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X. Y. a prave traja Ziaci
(vratane X. Y.) dosiahnu rovnako vela bodov ako X. Y, tak ziakovi X. Y. patri v poradi 6.-8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym
postupom sa urcuje umiestnenie vSetkych ziakowv.
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