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61. roénik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového sistredenia

(Sustredenie sa konalo 18.—-25. 4. 2012.)

1. Nech W je vnitorny bod trojuholnika ABC. Bodom W vedieme priamky pi,
p2, p3 rovnobezné so stranami trojuholnika AB, BC a C'A, ktoré pretinaju strany
trojuholnika ABC postupne v bodoch K (p1 N CA), N (p1 N BC), L (p» N AB), O
(po NCA), M (p3 N BC) a P (p3s N AB). Uhlopriecky KB, LC a M A lichobeznikov
ABNK, BLOC a CMPA delia trojuholnik ABC na sedem casti, z ktorych Styri st
trojuholniky. Dokazte, ze stcet obsahov troch z tychto trojuholnikov, ktoré lezia pri
stranach trojuholnika ABC, je rovny obsahu §tvrtého (vnitorného).

2. Dané je prirodzené ¢islo n 2 2. Mnozina M uzavretych intervalov ma tieto vlastnosti:
(V1) Pre kazdy interval (u,v) € M plati, ze u aj v st prirodzené ¢isla, 1 S u < v =

< n.
(V2) Pre kazdé dva rozne intervaly I € M a J € M plati I C J, alebo J C I, alebo
InJg=0.

Urcte najvacsi mozny pocet prvkov mnoziny M.

3. N4jdite najmensie redlne ¢islo k také, ze plati: ak je dany Tubovolny trojuholnik
ABC so stranami a < b < ¢, tak existuje

a) rovnoramenny trojuholnik XY 7,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik XY 7,
ktory obsahuje trojuholnik ABC, a pre ktorého obsah plati

Sxyz < kb2

c) Ako sa zmeni vysledok v ¢asti b), ak predpokladdme, Ze trojuholnik ABC' je
ostrouhly?

4. Dané sa kladné celé cisla n a k, n > k. Dokazte, ze existuju celé kladné cisla
c1,C2, ... ,c, také, Ze nerovnost

e+ ex) + (= ) (eisn -+ ) Sples -+ )+ (= p)eppn + -+ n)
plati pre vsetky p € {1,2,... ,n— 1}.

5. Dané st dve kruznice, ktoré maju vnutorny dotyk v bode M a priamka, ktorad sa
dotyka vnutornej kruznice v bode P a pretina vonkajsiu kruznicu v bodoch @ a R.
Dokazte, ze uhly QM P a RM P st zhodné.

6. Najdite najvicsie prirodzené cislo k£ pre ktoré plati: Mnozina prirodzenych cisel sa
dé rozdelit na k£ navzdjom disjunktnych podmnozin Ay, As, ..., A takych, Ze pre
vSetky prirodzené ¢isla n = 15 a vSetky i € {1,2,... k} existuju dva rozne prvky

z mnoziny A;, ktorych stucet je n.



7. Nech n je dané prirodzené c¢islo. Najdite vsetky funkcie f:7Z — 7Z také, ze pre vsetky
celé cisla x a y plati

flz+y+ fly) = f(x) +ny.

8. N4jdite minimum vyrazu a*4b*+c*—3abc pre redlne &isla a, b, ¢ spliiajice podmienky
azlaa+b+c=0.

9. Nech ABCDE je tetivovy péatuholnik. Ozna¢me a, b, ¢, d postupne vzdialenosti
priamok BC, CD, DE a BFE od bodu A. Vyjadrite d pomocou a, b, c.

10. Sachovnica 8 x 8 je bez medzier pokryta 32-mi kamenimi domina. Potom k Sachovnici
priddme na koniec prvého riadka deviate policko. Je dovolené vziat Iubovolny kamen
domina a umiestnif ho na fubovolné dve prazdne susedné policka upravenej Sachovnice.
Dokéazte, ze takymi tahmi sa daji vSetky kamene domina ulozit vodorovne.

11. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené cislo d existuje také prirodzené cislo n, ktoré
je delitelné ¢islom d, a aj ¢islo, ktoré vznikne vySkrtnutim vhodnej nenulovej ¢islice
z Cisla n, je delitelné ¢islom d.

12. Nech z, y a z st kladné celé ¢isla také, ze 1/x — 1/y = 1/z. Nech d je najvac¢sim
spoloénym delitelom z, y a z. Dokézte, Ze obe ¢isla dzyz a d(y — x) su Stvorcami celych
Cisel.

13. Najdite vsetky konecné mnoziny A nezapornych realnych ¢isel, pre ktoré platia obe
podmienky:

e mnozina A obsahuje aspon 4 ¢isla;

e pre lubovolne 4 rézne Cisla a, b, ¢, d € A je ¢islo ab+ cd tiez prvkom mnoziny A.

14. Tri rézne body A, B a C lezia na priamke v tomto poradi. Nech k je kruznica
prechadzajica cez A a C, ktorej stred nelezi na priamke AC. Doty¢nice ku k£ v bodoch
A a C sa pretinaju v bode P. Usec¢ka PB pretina kruznicu k v bode Q. Dokéazte, ze
priesec¢nik osi uhla AQC' s priamkou AC je rovnaky nezavisle na vybere kruznice k.

15. Do triedy chodi koneény poéet dievéat a chlapcov. Zivd skupina chlapcov je taka, ze
kazdé dievca poznéa aspon jedného chlapca zo skupiny. Podobne, Ziva skupina dievcat je
taka, ze kazdy chlapec pozna aspon jedno dievca zo skupiny. Dokazte, ze pocet zivych
skupin chlapcov ma rovnaku paritu ako pocet zivych skupin dievéat. (Poznanie sa je
vzéjomné, ak Fero poznd Anicku, tak aj Anicka pozna Fera).

16. Majme pevne dané prirodzené ¢islo n. Najdite vSetky n-tice celych ¢isel (aq, ... ,a,),
ktoré spliuji obidve nasledovné podmienky:

o ay+ag+---+ay 207,

e af+a3+---+a <n’+1.

17. Nech ABC je rovnoramenny trojuholnik so zadkladiiou AB. Dalej nech M je stred
AB a P je bod vnutri trojuholnika ABC' taky, ze |[{PAB| = |{PBC|. Dokazte, ze
|KAPM| + |£BPC| = 180°.

18. Nech n je neparne prirodzené ¢islo. Najdite vsetky funkcie f:7Z — 7Z také, aby pre

n

vSetky celé ¢isla = a y platilo f(z) — f(y) | ™ — y™.



