MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z6

1 Pan Vafli¢ka vypraza a predava $i$ky, pan Siska pecie a predava vafle. Obaja cukrari majt kazdy tyZdeii otvorené
od pondelka do piatka. Lenka u nich kupuje kazdy pondelok 2 vafle a 1 SiSku, kazdy utorok 3 $isky a 1 vaflu,
kazdi stredu 4 $isky, kazdy $tvrtok 3 vafle a kazdy piatok 2 $isky a 2 vafle. Pan Siska si raz véimol, Ze od prvého
pondelka tohto mesiaca predal Lenke dokopy 30 vafli.

Kol’ko §iSiek predal Lenke za rovnaké obdobie pan Vaflicka?

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Péan Siska predal Lenke za kazdy tyzdeti od pondelka do piatka 2 + 1 + 0 + 3 + 2 ¢iZe 8 vafli. Ked%e ich kipila
spolu30a3-8 =24 <30<32=4-8, predaval jej ich celé 3 pracovné tyzdne, takZe za ten Cas ich kupila 3 - 8
¢ize 24. Stvrty tyzden ich teda kipila 30 — 24 ¢&iZe 6. Ked%e 2 + 1 4+ 0 + 3 = 6, ich nakup ukondila vo $tvrtok.
Lenkino nakupné obdobie teda trvalo 3 pracovné tyzdne a dalSie 4 pracovné dni.
Zaten ¢as od pana Vaflicku kupila (1+3+4+0+2)+(1+3+4+0+2)+(1+3+4+0+2)+(1+3+4+0)
Cize 38 sisiek.

2 V obdizniku so stranami diZok 4 cm a 8 cm leZia dve rézne polkruznice, z ktorych kazda ma krajné body v jeho
dvoch susednych vrcholoch a dotyka sa protilahlej strany.

Zostrojte Stvorec taky, Ze jeho dva vrcholy leZia na jednej polkruznici, zvy$né dva na druhej a jeho strany su
rovnobeZné so stranami obdlZnika.

(Karel Pazourek)
RieSenie:
ObdlZnik ma dve osi simernosti, ktoré st osami dvojic jeho protilahlych stran, st teda rovnobeZné s jeho strana-
mi. Oznacme ich 0; a 0,, priCom prva je rovnobezna s jeho dlhSou stranou a druha s kratSou.

Polkruznice, ktoré oznacme k a [, si potom sumerne zdruzené podla osi 0, a kazda z nich je simernda podla
osi 0,.
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Hladany $tvorec oznaéme ABCD tak, Ze jeho strany AB a CD st rovnobezné s dlh$ou stranou obdiznika a strany
AD a BC s kratSou.

KedZe kazda priamka rovnobezna s osou 0, ma s kazdou z polkruznic k a [ najviac jeden spolo¢ny bod, jeden
z vrcholov A a D leZi na jednej z nich a druhy na druhej. Tieto body st navySe simerné podla osi o;.

To isté plati aj pre dvojicu vrcholov B a C. Preto je Stvorec ABCD simerny podla osi 0.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech vrchol A lezi na polkruznici k a vrchol D na polkruznici l.

Rozoberme dva pripady:

e Nech vrchol B leZi na polkruZnici k a vrchol € na polkruZnici L.

KaZda priamka rovnobeZnd s osou 0; ma s polkruZnicou k najviac dva spolo¢né body, ktoré s navyse
sumerné podla osi 0,, preto st body A a B simerné podla osi 0,.

To isté plati aj pre dvojicu bodov € a D a polkruznicu [, takZe $tvorec ABCD je simerny aj podla osi o,.



To znamena, Ze stred Stvorca ABCD je priesecnikom osi 0, a 0, a jeho uhlopriecky st osami nimi zvieranych

pravych uhlowv.
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P_1

Vrcholy $tvorca je moZné zostrojit napr. takto:

1. 04 a 0, su osi stran obdlznika,

3. py ap, su osi uhlov zvieranych priamkami o, a 0,,
4. A, B, C, D su prislusné priesec¢niky priamok p; a p, s polkruznicami k a .

e Nech vrchol B lezi na polkruZnici [ a vrchol € na polkruzZnici k.
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KedZe $tvorec ABCD je simerny podla osi 04, leZi na nej aj jeho stred, ktory oznacme T. Je to zaroveii stred

jeho uhlopriecky AC.

KedZe uhly, ktoré zviera uhloprie¢ka AC so stranami ABCD, a teda aj so stranami obdlZnika, st zhodne
polovice pravého uhla, oba vrcholy A a C leZia na jednej z dvoch StvrtkruZnic polkruZnice k, na ktoré ju

deli os 0,, a os Gsecky AC splyva s osou tejto Stvrtkruznice.

Bod T je teda priese¢nik tejto osi a priamky oy, ¢o je prave stred $tvorca, ktory z obd{Znika oddeluje os 0,.

Vrcholy A a C st potom krajnymi bodmi tejto stvrtkruznice.

To isté plati aj pre dvojicu vrcholov B a D a polkruznicu l. Dostdvame tak dve rieSenia (aZ na oznacenie
vrcholov) so zrejmou konstrukciou:

Uloha mé teda 3 rie$enia.

A
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Komentar:
Vzhladom na naro¢nost uvedeného rozboru pripadov odporic¢ame hodnotit plnym poctom bodov aj také prace,
ktoré najdu len jedno z tychto troch rieseni.
Riesitelom, ktoré nasli len jedno z (necakanych) druhych dvoch rieSeni (alebo aj obe), vSak moZno navhrnt,
aby nesutazne vyrieSili aj takto upravenu tlohu, ktora sa tymto rieSeniam vyhne:
V obdiZniku so stranami diZok 4 cm a 8 cm leZia dve rozne polkruZnice, z ktorych kazda ma krajné body
v jeho dvoch susednych vrcholoch a dotyka sa protilahlej strany.

Zostrojte Stvorec taky, Ze jeho dva susedné vrcholy leZia na jednej polkruZznici, zvy$né dva na druhej a jeho
strany su rovnobeZné so stranami obdlZnika.

Patciferny palindréom je také péatciferné cislo, ktoré ma na mieste jednotiek rovnaku cifru ako na mieste de-
sattisicok a na mieste desiatok rovnaku cifru ako na mieste tisicok.

N3ajdite najmensi patciferny palindrém delitelny cislom 36.

(Iveta Jancigova)
RieSenie 1:
KedZe 36 = 4 - 9 a ¢isla 4 a 9 su nesudelitelné, staci kontrolovat delitelnost prave tymito ¢islami:

Delitelnost 4 znamena, Ze posledné dvojcislie je delitelné 4. Najmensie dvojcislie deliteIné 4 s najmensou nenu-
lovou ¢islicou na mieste jednotiek je 12. Ak je mozné nahradit * v zapise 21 * 12 tak, aby vzniknuté ¢islo bolo
delitelné 9, bude to hladany polyném.

Delitelnost 9 znamena, Ze ciferny sucet je delitelny 9. Sucet doteraz pouzitych cifier je 2 + 1 + 1 + 2 Cize 6,
najmensie mozné doplnenie predchadzajticeho tvaru je teda 21312.

RieSenie 2:
KaZdy delitel ¢isla 36 je tieZ delitelom hladaného palindrému. Hladany palindrém je teda parny. Prvé parne
patciferné palindrémy zoradené vzostupne su tieto:
e 20002, ¢o nie je delitelné 36,
e 20102, ¢o nie je delitelné 36,
e 20202, ¢o nie je delitelné 36,
e 20302, ¢o nie je delitelné 36,
e 20402, ¢o nie je delitelné 36,
e 20502, ¢o nie je delitelné 36,
e 20602, ¢o nie je delitelné 36,
e 20702, ¢o nie je delitelné 36,
e 20802, ¢o nie je delitelné 36,
e 20902, ¢o nie je delitelné 36,
e 21012, ¢o nie je delitelné 36,
e 21112, ¢o nie je delitelné 36,
e 21212, ¢o nie je delitelné 36,
e 21312 ¢o je delitelné 36.
Najmensi patciferny palindréom delitelny 36 je teda 21312.

Sarka s 'ubo$om spolo¢ne zasadili 70 tulipanov réznych farieb. Sarka nesadila ZIté tulipany a pat’ devatin tuli-
panov, ktoré zasadila, boli cervené. Lubos nesadil ¢ervené tulipany a dve sedemnadstiny tulipanov, ktoré zasadil,
boli ZIté.
Kol'ko zasadenych tulipanov malo inud farbu ako Cervenu alebo zlta?

(LibusSe Hozova)
RieSenie:
Pocet tulipanov, ktoré zasadila Sarka, bol nasobkom 9, pocet tych, ktoré zasadil Lubos, bol ndsobkom 17 a spo-

lo¢ne ich zasadili 70. Pre nasobky 17 neprevysujtce 70 vyjadrime ich rozdiel voci 70 a overime jeho delitelnost
9:

Lubos 0] 17 34 | 51| 68
Sarka 70 | 53 36 | 19 2
delitelné 9 | nie | nie | ano | nie | nie




Lubos teda zasadil 34 tulipanov a Sarka 36.

Cervené tulipany sadila Sarka a bolo ich g - 36 &ize 20. ZIté tulipany sadil Lubos a bolo ich % - 34 ¢ize 4. Int
farbu ako ¢ervend ¢i ZItd malo teda 70 — 20 — 4 CiZe 46 tulipanov.

5 Tri kamaratky sa po rokoch zisli a rozpravali sa o tom, kde ktora z nich byva:
Prva: ,Ja byvam v Hrustine.”,
Druha: ,Ja nebyvam v Ocovej."
Tretia druhej: , Ty nebyvas v Jasenove.".

Kamaratky naozaj byvaju v spominanych dedindch, kazda v inej. Jedna z kamaratok nepovedala pravdu a nebola
to ta z Ocove;.

Rozhodnite, kde ktora z kamaratok byva.
(Michaela Petrova)
RieSenie:
Postupne preverime tri pripady podla toho, ktora z kamaratok nehovorila pravdu.
e Nech klamala prva (a druhi a tretia hovorili pravdu):

Prva neméze byvat v Ocovej, pretoZe ta z Ocovej neklame, ani v HruStine, pretoZe potom by hovorila pravdu.
Byva teda v Jasenove.

Druhd nebyva v O¢ovej, pretoze hovorila pravdu, ani v Jasenove, pretoZe tam byva prva. Byva teda v Hrustine.
Na tretiu ostava Ocova.
Tento pripad je v stlade so zadanim.
e Nech klamala druhd (a prva a tretia hovorili pravdu):
Druha mé byvat' v OCovej, pretoZe jej vyrok nie je pravdivy, a si€asne tam byvat nemdZe, pretoZe ta z Ocovej
neklame.
Tento pripad teda nenastava.
» Nech klamala tretia (a prva a druha hovorili pravdu):
Prva byva v Hrustine, pretoZe hovorila pravdu.
Druhd nebyva v O¢ovej, pretoZe hovorila pravdu, ani v Hrustine, pretoZe tam byva prva. Byva teda v Jasenove.
Na tretiu ostava Ocov4, o je vSak v rozpore s tym, Ze ta z Oc¢ovej neklame.
Tento pripad teda nenastava.

Iba prvy pripad neviedol k Ziadnemu rozporu. Prva kamaratka teda byva v Jasenove, druha v Hrustine a tretia
v Ocovej.

6 V stvorcovej sieti su tri kruhy a tri trojuholniky, kazdy v inom policku. Kazdy titvar ma aspoii jedného suse-
da, pricom susedia su poli¢ka so spolo¢nou stranou. Obsadené polic¢ka tvoria suvisli oblast, t. j. od kazdého
ku kazdému sa da dostat’ cez susedov. Kazdu noc sa kazdy Gtvar moZe zmenit podla toho, ako cez deti vyzerali
jeho susedia:

e Akje utvar kruh a medzi jeho susedmi bolo viac trojuholnikov ako kruhov, tak sa zmeni na trojuholnik.
o Akje utvar trojuholnik a medzi jeho susedmi bolo viac kruhov ako trojuholnikov, tak sa zmeni na kruh.

e V ostatnych pripadoch sa itvar nezmeni.

Priklad stvorcovej siete a premeny jej itvarov po jednej noci je na obrazku:
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O O

N3ajdite aspon jedno rozmiestnenie troch kruhov a troch trojuholnikov do siete také,



a) aby sa v noci nezmenili;
b) aby sa kazdy atvar kazdd noc zmenil;
c) aby po niekol'kych nociach boli vSetky atvary rovnaké.
(Iveta Jancigova)
RieSenie:

a) Ziaden utvar nema viac inych susedov nez rovnakych, takze sa nezmeni.

VANVAYVAN
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b) KaZdy utvar ma viac inych susedov neZ rovnakych, takZe sa zmeni.

AN|O|A
O|A 1O

c) Kazdy trojuholnik ma viac inych susedov neZ rovnakych, takZe sa zmeni, a Ziaden kruh nema viac inych
susedov nez rovnakych, takZe sa nezmeni. UZ po prvej noci teda budu vSetky atvary kruhy.

JAN
A|O|0|0|A

Poznamka:
Na podobnych pravidlach je zaloZena hra pre 0 hracov Life, pozri napriklad
https://en.wikipedia.org/wiki/Conway%Z27s_Game_of_Life.
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