MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z8

1 Ivan, Jaro, Karol a Lubo$ maji dokopy 90 zndmok. Keby mal Ivan o dve zndmky menej, Jaro o dve viac, Karol
dvojnasobok a Lubos polovicu toho, ¢o teraz, mali by vSetci rovnako.

Kol'’ko zndmok ma kazdy z chlapcov?

(LibuSe Hozova)
RieSenie:
Pocty zndmok Ivana, Jara, Karola a LuboS$a ozna¢me postupne i, j, k, L. Podla zadania plati

i+j+k+1=90

i—2=j+2=k-2=1:2.

Tuato spolo¢nt hodnotu ozna¢me x. Potom plati

i=x+2,
j=x-2,
k=x:2,

l=x-2,

takZe po dosaden{ do prvého vztahu

x+2)+(x—=2)+(x:2)+ (x-2) =90,

takze
2x + 0,5x + 2x = 90,
4,5x =90,
90
*T a5
x = 20.
Z toho
i=204+2=22,
j=20—-2=18,
k=20:2=10,
[ =20-2=40.

Ivan mal teda 22 znamok, Jaro 18, Karol 40 a Lubos 10.

Spolu ich teda mali 22 + 18 + 40 + 10 ¢iZe 90. Keby mal Ivan o dve znamky menej, mal by ich 22 — 2 ¢iZe 20,
keby mal Jaro o dve viac, mal by ich 18 + 2 ¢ize 20, keby mal Karol dvojnasobok, mal by ich 10 - 2 ¢iZe 20, a keby
mal Lubos polovicu, mal by ich 40 : 2 Cize 20, vSetci by teda mali rovnako.

2 Najdite aspoti jedno rozdelenie rovnoramenného trojuholnika so zakladiiou dizky 12 cm a vyskou na zakladtiu
dizky 18 cm na tri lichobeZniky s rovnakym obsahom.

(Lenka Dedkova)
Riesenie:
Trojuholnik rozdelime na 9 s nim podobnych zhodnych trojuholnikov s koeficientom podobnosti g a zdruzime

ich po 3 do 3 Stvoruholnikov, ¢o st vzhladom na zrejmu rovnobeZnost vzdy jednej z dvojic protilahlych stran
lichobeZniky.



Poznamka:
Zadané rozmery trojuholnika st irelevantné, takéto delenie mozno zrejme urobit' v lubovolnom trojuholniku.

Da sa dokonca dokazat, Ze takéto delenie a delenie s nim (asponl v tomto pripade) symetrické su jediné dve
rieSenia tejto ulohy.

Cislaa, b, ¢, d st také, 7e plati:

o (islo a dava po deleni 3 zvy$ok 1.

o Cislo b dava po deleni 6 zvy3ok 2.

e Platia—b=d —c.

o Cislo d je delitelné 3.
AKky zvySok po deleni 9 moze davat ¢islo c? Najdite vSetky mozZnosti.

(Eva Semeradova)

RieSenie:
KedZe a dava po deleni 3 zvySok 1, existuje celé ¢islo x také, Ze a = 3x + 1. KedZe b dava po deleni 6 zvy3Sok 2,
existuje celé ¢islo y také, Ze b = 6y + 2. KedZe d je delitelné 3, existuje celé ¢islo z také, Ze d = 3z.
Platia — b = d — ¢, takze

c=d—a+b=3z2—Bx+1)+(6z+2)=3z—-3x+6z+1=3(z—x+22)+1.

Cislo ¢ teda dava po deleni 3 zvy$ok 1, takZe po deleni 9 d4va jeden zo zvyskov 1, 4, 7.

UkaZeme, Ze vSetky tri pripady s mozné: Necha =4,b = 2a (c,d) € {(1,3), (4,6),(7,9)}. Potom ¢islo a dava
po deleni 3 zvySok 1, ¢islo b dava po deleni 6 zvySok 2, ¢islo d je delitelné 3aplatia—b=2=d —c.

Nech ABCDE je pravidelny patuholnik. Rovnobezka s priamkou AB prechddzajica bodom C pretina priamku
BD v bode F. Kolmica na priamku CF prechadzajtica bodom C pretina priamku BD v bode G.

Urcte vel'kost uhla AGF.
(Patrik Bak)
RieSenie 1:
V nasledujuicich tivahach budeme pouZivat niekol'’ko vlastnosti pravidelného patuholnika:
e Vsetky strany st navzajom zhodné a rovnako tak vsetky uhlopriecky, teda akykolvek trojuholnik, ktorého
vrcholy st jeho vrcholmi, je rovnoramenny.

* Je osovo sumerny podla piatich réznych osi. Pri kazdej z tychto simernosti sa vzdy jedna strana a neprilieha-
juca uhlopriecka zobrazujui samé na seba, teda st navzajom rovnobezné.

e M4 vSetky uhly zhodné, teda velkost jeho uhla je 540° : 5 ¢iZe 108°. (KaZdy patuholnik totiZ moZno dvoma
uhloprieckami rozdelit na 3 trojuholniky, teda stcet vel'kosti jeho uhlov je 3 - 180° cize 540°.)

V nasej ulohe ukazeme, Ze trojuholnik ABG je zhodny s trojuholnikom ABC, teda hladany uhol najdeme medzi
uhlami vymedzenymi stranami a uhloprieckami patuholnika.

Trojuholnik ABD je rovnoramenny, teda uhly BAD a ABD pri jeho zakladni si zhodné. Priamky AD a BC su
rovnobezné, takZe uhly DAB a CBS, kde S je priese¢nik AB a CG, st stihlasné, a teda zhodné. Uhly ABD a GBS
su vrcholové, teda su tieZ zhodné. To znamen3, Ze uhly CBS a GBS s zhodné.



Priamka CG je kolma na priamku CF a ta je rovnobezna s priamkou AB, priamky CG a AB su teda kolmé. To
spolu s predchadzajticim poznatkom, Ze uhly CBS a GBS st zhodné, znamen4, Ze body C a G su osovo simerné
podla priamky AB. Preto aj trojuholniky ABC a ABG su osovo simerné a hladany uhol AGB je zhodny s uhlom
ACB.

Trojuholnik ABC je rovnoramenny, teda uhly BAC a BCA st zhodné. Uhol ABC je vnutornym uhlom patuholnika,
teda jeho vel'kost je 108°. KedZe stuicet vnutornych uhlov trojuholnika je 180°, vel'kost uhla ACB je %(180° -
108°) cize 36°.

Preto aj velkost uhla AGF je 36°.

RieSenie 2:
Z vlastnosti pravidelného 5-uholnika dostavame, Ze AE a BD ¢ize BF st rovnobezné a analogicky AB a EC Cize

EF sd rovnobezné. Preto je ABFE rovnobeznik, takze usecky BF a AE, a teda aj BF a BC zhodné. Trojuholnik
BFC je teda rovnoramenny so zakladnou CF.

KedZe uhol FCG je pravy, podla Talesovej vety bod C leZi na kruznici s priemerom FG. KedZe usecky BF a BC
zhodné, bod B je stred tejto kruznice, takze usecky BG a BF su zhodné. Potom je BG zhodné aj s dseckou BC,
a teda aj s useckou BA. Preto je trojuholnik BAG rovnoramenny so zakladiiou AG.

Sucet vel’kosti uhlov pravidelného 5-uholnika je (5 — 2) - 180° ¢ize 540°, takZe kazdy z nich ma vel'kost 54T00 Cize
108°. KedZe EA a BD st rovnobeZné, uhly EAB a GBA su striedavé, takze plati

1 1
|[<AGF| = |4AGB| = 5 -2 |4AGB| = 5 (14AGB| + [<GAB|)

1 1 1 1
= 5 (180° — |[44BGI) = 5 (180° — |«EAB|) = 5 (180° ~ 108") = = - 72" = 36".

D

>
G

5 Urcte vSetky mozZné dvojice Cisel (a, b) také, Ze podiel najmensieho spolo¢ného nasobku a najvacsieho spoloc-
ného delitela ¢isel a a b je 75 a sucet Cisel a a b je vacsi ako 100 a mensi ako 200.

(Eva Semeradova)



RieSenie:

PretoZe poradie cisel nie je doleZité, budeme v dalSom pre zjednoduSenie predpokladat, Ze a < b. Najvacsi
spoloc¢ny delitel’ ¢isel a a b oznacime d. Potom existujui nesudelitelné Cisla u a v také, Zea = ud a b = vd.
Zrejme u < v. Najmensi spolo¢ny nasobok Cisel a a b je potom uvd. Podiel najmensieho spolo¢ného nasobku
a najvacsieho spolocného delitela Cisel a a b je 75, plati teda uv = 75. Pretoze 75 = 3-5-5adislaua v su
nesudelitelné, plati bud' u = 1av = 75, alebou = 3 av = 25. Rozoberme pripady:

e Nechu=1av=75.

d| a b || 100 <a+b <200
11 75 76
21 21150 152
31 31225 228

Podmienku 100 < a + b < 200 teda spiiia iba dvojica (2, 150). S rastiicim d sa zvac$uje aj sticet a + b, teda
nie je potrebné dalsie skisanie.

Vyhovuju te
e Nechu =3av = 25.
d| a bi|a+b
1)1 25 26
2| 2 50 52
3 3 75 78
41 4 | 100 103
51| 5| 125 128
6 || 6| 150 153
717|175 178
8 | 8| 200 203

Podmienku 100 < a + b < 200 teda spliiajti iba dvojice (4,100), (5,125), (6, 150), (7,175). S rasticim d
sa zvacSuje aj sucet a + b, teda nie je potrebné dalSie skiisanie.

Zhrnutim dostavame, Ze vSetkych vyhovujucich dvojic je 10, a to (2,150), (12,100), (15,125), (18,150), (21,
175) (100, 12), (125, 15), (150, 18), (150, 2), (175, 21).

6 Rybar Stuka chytil niekol’ko ryb. Ked' predal tri najtazsie ryby majitelovi miestnej restauracie, znizil celkovi
hmotnost svojho tlovku o 35 %. Ked’ dal tri najlahSie ryby svojmu psovi, zniZil hmotnost zostavajicich ulovenych
ryb o pat trinastin.

Kol'ko ryb chytil pan Stuka?

(LibusSe Hozova)
RieSenie:
Tri najtazsie ryby zodpovedaju 35 % hmotnosti celého ulovku, zvy$né ryby teda zodpovedaju 100 % — 35 %
Cize 65 %. Pat trinastin tohto zvysku tvori Stvrtinu, lebo 13 . % = %, teda tri najlahsie ryby zodpovedaju 25 %
hmotnosti celého tlovku. ZvySny nezndmy pocet ryb tak zodpoveda 100 % — 35 % — 25 % ciZe 40 % hmotnosti
celého dlovku.
PretoZe zvysSné ryby vazia viac ako 3 najtazsie, boli aspoii 4. PretoZe zvySné ryby vazia menej ako 2-nasobok
vahy 3 najlahsich, bolo ich najviac 5.
Priemerna hmotnost 3 najtazsich ryb je 35 % : 3 ¢ize 11,6 % hmotnosti celého tlovku a priemerna hmotnost' 3
najlahsich ryb je 25 % : 3 cize 8,3 % hmotnosti celého tlovku.
Keby zvySnych ryb bolo 5, ich priemerna hmotnost by bola 40 % : 5 ¢iZe 8 % hmotnosti celého ulovku, ¢o je
menej ako priemerna vaha 3 najlahsich ryb, a to nie je mozné.
Zvy$né ryby teda boli 4, takZe pan Stuka chytil 3 + 4 + 3 ¢iZe 10 ryb.
Treba vSak eSte ukazat, Ze takato situacia moZze nastat, a to napriklad takto: Nech najtazsie 3 ryby maja rovnaku
hmotnost % kg, takze spolu vazia 3,5 kg, najlahsie 3 ryby maju rovnakd hmotnost % kg, takze spolu vazia
2,5kg, a zvy$né 4 ryby majui rovnakd hmotnost 1 kg, takze spolu vazia 4 kg, Celkova hmotnost vSetkych 10 ryb
je potom 3,5 kg + 4 kg + 2,5 kg ¢ize 10 kg. Najtazsie 3 ryby teda tvoria 35 % hmotnosti. ZvySok ma 4 kg + 2,5 kg
Cize 6,5 kg, takZe 3 najlahsie ryby tvoria 1—53 tejto hmotnosti.
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