MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh 1. diia celostatneho kola kategorie A

1 Preredlne Cisla a, b, ¢, d plati

Kol'’ko z rovnosti

moZe sucasne platit?

RieSenie:

a+b+c+d=0

Prave 3 z tychto rovnosti platia napriklad v pripade (a, b,c,d) = (1,-1,1,-1).
Prave 2 z tychto rovnosti platia napriklad v pripade (a, b, c,d) = (1,-1,2,-2).
DokaZeme, Ze menej rovnosti ako 2 platit nemoéZe. Rozoberme pripady:

¢ Nech su niektoré dve z Cisel a, b, c, d opacné.

Vzhladom na symetriu bez ujmy na vSeobecnosti nech a = —b. Potom

takze plati

a teda platia asponi 2 z rovnosti.

(-b)+b+c+d=0,

c=—d,

ac = (—=b)(~d) = bd

ad = (=b)d = b(—d) = bc,

e Nech nie su ziadne dve z ¢isel a, b, ¢, d opacné.

Potoma+b #0a

a+b_b+a
ab =~ ab

takze

1
+

b

(Michal Janik)

B <1 1)_ d+c c+d —(c+d) a+b

c+d cd cd cd
1 _ 1
ab  cd’
ab = cd.

Analogicky platia obe zvys$né rovnosti, takze platia vsetky 3.

Mo6zu teda platit’ 2 alebo 3 rovnosti.

Poznamka:

cd ’

UkaZeme dalSie dva sposoby, ako dokazat, Ze niektoré dve z Cisel a, b, ¢, d st k sebe opacné, a teda Ze nastane

prvy z rozoberanych pripadov:

e Z prvého vztahu

takZe z druhého

d=—(a+b+c),

1 1 1

— __—=0,
b+c a+b+c



bc(a+b+c)+ca(a+b+c)+abla+b+c)—abc=0,
bc(a + b) + bc? + ca(a + b) + c2a + ab(a + b) + abc — abc = 0,
bc(a + b) + ca(a + b) + ab(a + b) + (c?a + bc?) =0,
bc(a + b) + ca(a + b) + ab(a + b) + c?(a+ b) =0,
(a+b)(bc+ca+ab+c?)=0,
(a+b)(b+c)(c+a)=0,
takZe niektoré dve z ¢isel a, b, ¢ st k sebe opacné.
¢ Z druhého vztahu vynasobenim nenulovym ¢islom abcd dostavame

abc + bcd + cda + dab = 0.

Nech f je funkcia definovana vztahom

fO) =& -a)(x=b)(x —c)(x —d),

vSetky jej korene su teda a, b, ¢, d. Roznasobenim zatvoriek na pravej strane (resp. pouZzitim Vietovych vzta-
hov) dostaneme

fx)=x*—(a+b+c+d)x®+ (ab+ac+ad+ bc + bd + cd)x? — (abc + bcd + cda + dab)x + abcd

=x*—0x3+(ab+ac+ad+bc+bd+cd)x? —0x+abcd = x*+ (ab+ac+ad +bc+bd + cd)x? + abcd,

takZe f je parna funkcia. KedZe ma koren a, musi mat aj korenn —a, a pretoZe a # 0, plati —a € {b, c, d}, takze
niektoré dve z Cisel a, b, ¢, d st k sebe opacné.

2 Nijdite najvacsie celé ¢islo n s nasledujicou vlastnostou: Kedykolvek je v rovine danych pat navzajom réznych
bodov tak, Ze niektoré dva z nich leZia vo vnutri trojuholnika tvoreného zvySnymi tromi bodmi, je moZné nie-
ktoré tri z tychto piatich bodov oznacit X, Y, Z tak, Ze platin® < |«XYZ| < 180°.

(Josef Tkadlec)
Riesenie:
Oznacme danych pat bodov 4, B, C a P, Q tak, Ze P a Q lezia vo vnutri trojuholnika ABC, priamka PQ pretina
strany AB a AC a neprechadza bodom A a bod P lezi vnutri uhla BAQ:

A

B C

Potom moZno trojuholnik ABC rozdelit na konvexny Stvoruholnik BPQC a trojuholniky ABP, APQ, AQC. Preto
plati
[«BPA| + |«BPQ| + |%CQA| + |«CQP| = (|«BPA| + |«BPQ]|) + (|«CQA| + |«CQP))

= (360° — [<APQ|) + (360° — [XAQP]|) = 720° — (|%APQ| + |<AQP|)
=720° — (180° — |%PAQ|) = 540° + |<PAQ| > 540° = 4 - 135°,

takZe jeden z uhlov BPA, BPQ, CQA, CQP je vacsi nez 135°.

N3jdeme pat bodov takych, zZe kazdy nimi urc¢eny konvexny uhol ma vel'’kost najviac 136°: Nech ABC je rovno-
stranny trojuholnik a I jeho vnutorny bod taky, Ze BIC je pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou BC.
Na tseckach BI a CI zvolme body P, resp. Q také, ze |XPAI| = [«QAI| = 1°. KedZe P a Q st simerné podla
priamky Al, isecka PQ je rovnobezna s BC, a teda PIQ je pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou PQ.



B C

Vsetky uvazované uhly s vrcholmi 4, B, C st najviac 60°. Vzhladom na simernost bodov P a Q a rovnako bodov
B a C podla priamky Al staci postupne rozobrat’ uhly s vrcholom P:

e |XAPQ| =90° — |«PAI| =90° —1° = 89° < 136".

e |XBPQ| =180° — |xIPQ| = 180° — 45° = 135° < 136".

|«CPQ| < |«BPQ| < 136°.
e |XAPB| = 360° — |<APQ| — |«BPQ| = 360° — 89° — 135° = 136".
* |XBPC| < |&BPQ| < 136°.
e |XCPA| < |¥CQA| = |<BPA| = 136".

Hladané ¢islo je teda 135.

Poznamka:

Tvrdenie Ulohy suvisi s nasledujicim problémom: Pre dané n, kde n > 3, a dany uhol a rozhodnite, ¢i kazda
mnozina n bodov v rovine obsahuje tri body, ktoré urcuju konvexny uhol velkosti asporii a.

V roku 1941 dokazal Szekeres (https://www.jstor.org/stable/pdf/2371290.pdf) nasledujice tvrdenie: Ak k >
2 ae > 0, tak v rovine existuje mnoZina 2% bodov takych, Ze v$etky konvexné uhly nimi uréené majt velkost
najviac (1—1/k)-180° +¢. Specialne v pripade k = 4 a & = 0,01° teda existuje mnoZina 2* ¢iZe 16 bodov roviny
takych, Ze kazdé tri z nich urcuja konvexny uhol vel'kosti najviac 135,01°.

Vroku 1960 potom Erdds a Szekeres spoloc¢ne dokazali (https://combinatorica.hu/p_erdos/1960-09.pdf) nasle-
dujuce tvrdenie: Ak k > 3, tak kazd4a mnoZina 2¥ bodov v rovine uréuje konvexny uhol velkosti aspoii (1—1/k) -
180°. Specialne teda kazda mnozina 16 bodov roviny urcuje uhol velkosti aspoti (1 — 1/4) - 180° ¢ize 135°.

Pre vSeobecny pocet bodov je tato otazka stale otvorena.

Nech p je najvacsie prvocislo deliace prirodzené ¢islo n, kde n > 1. Pre kazdd neprazdnu podmnozinu delitelov
¢islan napiSeme sucet jej prvkov. Predpokladajme, Ze sme takto napisali viac ako p ¢isel zmnoziny {1, 2, ..., p+2}
a ziadne Cislo z tejto mnoziny sme nenapisali viackrat. Dokazte, Ze Ziadne cislo sme nenapisali viackrat.

(Zdenék Pezlar)



RieSenie:
Nech n vyhovuje podmienkam, potom vSetky ¢isla z {1, ..., p + 2} aZ na najviac jedno sd napisané prave raz.
Oznac¢me D (n) mnoZzinu delitelov ¢isla n. Zrejme plati 1 € D(n).

Ukazeme sporom, Ze n je parne. Nech n je neparne, teda 2 ¢ D(n) ap = 3. Keby platilo 3 € D(n), tak by neboli
napisané ¢isla 2 a 3, o by bol spor. TakZze plati {1, 3} € D(n) a medzi napisanymi ¢islami st 1,3 a 1+ 3 ¢ize 4, nie
vSak 2. Keby platilo 5 ¢ D(n), tak by neboli napisané ¢isla 2 a 5, ¢o by bol spor. Takze {1,3,5} € D(n)ap = 5.
Keby platilo 7 ¢ D(n), tak by neboli napisané ¢&isla 2 a 7, ¢o by bol spor. TakZe {1,3,5,7} € D(n) ap = 7. Cislo
8 je vSak potom napisané viackrat, a to ako 1 + 7 a ako 3 + 5, ¢o je hladany spor.
Ozna¢me k najvacsie prirodzené &islo také, Ze 2% je delitelom n, zrejme k je kladné. Rozoberme pripady:
e Nechn = 2%,
Potomp = 2aD(n) = {20, ...,2"}. Vdaka jednoznacnosti zapisu v dvojkovej sdstave su sucty réznych
neprazdnych podmnoZin mnoZiny D (n) prave vietky rézne &isla od 1 po 281 — 1.
e Nech n je delitelné aj nejakym neparnym prvocislom.
Oznaéme q najmensie z nich, potom q < p. UkdZeme sporom, Ze plati ¢ = 2¥*1 + 1. Rozoberme pripady:
o Ak q < 2F*! — 1, tak ¢&islo q bude napisané raz ako sticet vhodnych mocnin 2 a raz ako sticet mnoZiny
{q}, ¢o je spor.
o Ak q = 2K*1, tak q je parne, ¢o je spor.
o Ak q = 2K¥*1 + 2, tak medzi napisanymi ¢islami chybaju 2% a 2k+1 + 1, pricom 25t + 1 < p + 2, ¢o je
spor.
Vdaka podmnoZinam delitelov ¢isla 2% je medzi napisanymi ¢islami prave raz kazdé z ¢isel od 1 po 2¥+1 —1
atie ¢islo 2¥*1 + 1 ¢iZe g, ale ¢islo 2%+ chyba. Pripo¢itanim q k si¢tom vSetkych neprazdnych podmnoZin
delitelov ¢isla 2 vyjadrime prave raz aj kazdé z ¢isel od q + 1 ¢ize 25t + 2 do g + (2F*1 — 1) ¢ize 2%+2. Tym
sme zohladnili sicty vSetkych podmnoZin mnoziny {20, e 2"} U {q} delitelov ¢isla n.
Teraz ukdZeme sporom, Ze ¢islo n nema vo svojom rozklade Ziadne iné neparne prvocislo rézne od q: Nech
r je najmensi neparny prvocinitel n vacsi ako q. Rozoberme pripady:
e Nechr < 2k+2,
Potom je vSak uz napisané Cislo r napisané este raz ako sucet mnoziny {r}, Co je spor.
o Nechr = 2k*2 + 1,
Potom je &islo 2¥*2 + 2 ¢iZe r + 1 napisané asporti dvakrat, a to ako stiéet delitelov r a 1 a ako delitel’ 2q,
kedZe n je parne.
e Nechr > 2k+2 4 2,
Potom okrem ¢fsla 25*1 nie je napisané ani &islo 2¥+2 + 1 ¢ize 2q — 1, lebo je vacsie ako stcet lubovolnej
podmnoziny delitelov {20, s 2"} U {q} a sticasne je mensie ako l'ubovolny iny delitel ¢isla n. KedZe vsak
2q —1 <r < p+ 2, dostavame spor.
Plati tedan = 2% - ¢!, kde q je prvodislo, I = 1aq = 2¥** + 1. Vietky delitele n st zrejme tvaru 2'q’. S¢itajme
vSetkych delitelov s pevnym j:

¢ +2¢) +..+2kq) = (2K - 1)/ = (q - 2)q/ < ¢’

Sucetlen niektorych z tychto delitelov je preto v tvare ¢; -q/,kde ¢; €10, ...,q—2}. Ak teda uvazime lubovolné
napisané ¢islo a jeho zapis v ststave so zakladom g, musi prispevok pri mocnine g/ vzniknuat' ako sucet
niektorych z delitelov s g/ v prvociselnom rozklade. Z koeficientu pri g/, ktory je nanajvys q — 2, potom
vdaka jednoznaénosti zapisu v dvojkovej stistave uz jednoznacne vyplyva, ktoré z delitelov q/, 2q/, ..., 2Kq’
sa v sucte vyskytli. Ku kazdému napisanému ¢islu tak moze prislichat len jedna podmnozina D (n).

Poznamka:

Z tohto vyplyva:

o Akn = 2k, tak napisané ¢islasi 1, ..., 281 — 1.

o Akn =2%.q' kdek,l > 1,q = 2¥*1 + 1 q je prvodislo, tak napisané &isla su prave tie, ktoré si pri vyjadreni
v ststave o zaklade g najviac (I + 1)-ciferné a nikde neobsahuju cifru g — 1.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh 2. dna celostatneho kola kategorie A

4 Pozdiz kruZnice st napisané aspoii 3 navzajom rozne prvocisla. Pre kazdé dve susedné prvoéisla uréime naj-
vacsie prvocislo deliace ich sucet. Takto ziskame azZ na poradie opat rovnaké prvocisla, ako boli tie napisané.
N3ajdite vSetky mozZné pociatocné mnoziny prvocisel.

(Napriklad prvocisla 2, 7, 3, 11, 17 v tomto poradi nevyhovuju, pretoZe zodpovedajuce sucty 9, 10, 14, 28, 19
maju najvacsie prvociselné delitele postupne 3, 5, 7, 7, 19.)
(Michal Janik)
Riesenie:
Nech M je vyhovujica mnoZzina prvocisel a p je najvacsie z nich. KedZe st v M aspon 3 prvocisla, plati p > 5.
Podla zadania je sucet niektorych dvoch réznych prvocisel z M ndsobkom p. Sucet l'ubovolnych dvoch réznych
prvocisel z M je vSak menSi ako p +p CiZe 2p, takZe tento stcet je rovny p. KedZe p je neparne, jedno zo s¢itanych
prvocisel je parne, t. j. je to 2, takZe to druhé jep — 2. Teda2 € M ap — 2 € M. VSimnime si tieZ, Ze p — 2 je
druhym najvacsim c¢islom v M, lebo cislo p — 1 je parne a vacsie ako 2, takze to nie je prvocislo.
Aj prvocislo p — 2 musi byt najvac¢s$im prvocinitelom stctu niektorych dvoch réznych prvocisel z M. Najvacsi
mozny sucet dvoch réznych Cisel z M je p + (p — 2) Cize 2p — 2, takZe je menSinezZ 3(p — 2),atedajeto 2(p — 2)
alebo p — 2. UkaZeme, Ze v oboch pripadoch platip — 4 € M:
e Nech je tento stucet 2(p — 2).
Scitance su rozne, takze vacsi z nich je vacsi ako p — 2. Jediné také ¢islo v M je vsak p, takZe druhy scitanec
je2(p —2) —p Cizep — 4.
* Nech je tento sucet p — 2.

Prvocislo p — 2 je neparne, teda jeden zo scitancov je 2 a druhy (p — 2) — 2 Cize p — 4.
Ukazali sme teda, Ze mnoZina M obsahuje prvocislap, p — 2 ap — 4. Tieto ¢isla maju rézne zvysKky po deleni 3,
takZe jedno z nich je delitelné 3, a teda je to 3. Ide teda o prvocisla 3, 5, 7. Vieme tieZ, Ze 2 € M, a kedZe 7 je podla
predpokladu najvacsie prvocislo v M, iné prvocisla M neobsahuje.
UkaZzeme, Ze mnozina {2,3, 5, 7} vyhovuje zadaniu: Jej prvky sta¢i pozdiz kruznice napisat’ v poradi 2, 5, 3, 7,
prislusné sucty sui potom postupne 7, 8, 10, 9 s najvacSimi prvociselnymi delitel'mi postupne 7, 2, 5, 3.

Jedina vyhovujica mnozina je teda {2, 3, 5, 7}.

5 Najdite vSetky kladné prirodzené ¢isla n s nasledujiicou vlastnostou: Vo Stvorcovej tabul'ke n X n sa da vyfarbit
2n policok tak, Ze Ziadne dve z nich nesusedia stranou ani vrcholom a v kaZzdom riadku aj kazdom stlpci su
vyfarbené prave 2 policka.

(Jakub Stepo)
RieSenie:
Zrejme n = 2. Rozoberme pripady:
e Nech2<n<7.

V lTubovolnych 2 susednych riadkoch tabul'ky st spolu 4 vyfarbené policka, pricom vsak ziadne dve z nich
nemdzu byt v rovnakom stipci ani v susednych stipcoch. Medzi kazdymi dvoma z tychto 4 stipcov tak musi
byt asponi 1 dalsi, takZzen >4+ 3 =7,atedan = 7.

V lubovolnych 2 susednych riadkoch tabul’ky je tak po 1 vyfarbenom poli¢ku prave v 1., 3., 5., 7. stipci zlava.
V 1. stipci je teda vyfarbené 1 polic¢ko v 1. alebo 2. riadku, 1 poli¢ko v 3. alebo 4. riadku a 1 poli¢ko v 5. alebo
6. riadku, spolu st tam teda aspon 3 vyfarbené policka, ¢o je spor.

Tento pripad teda nevyhovuje.
e Nechn =8.
Vyhovujtce ofarbenie je napriklad takéto:



e Nechn =>9.
Riadky i stipce o¢islujme ¢islami od 0 do n — 1 a poli¢ko v x. stipci zlava a y. riadku zdola oznaéme (x, y).
Pre kazdé i z {0, ...,n — 1} nech 4; = (i,2i modn) a B; = (i, (2i + 5) mod n). Poli¢ka 4, ..., A,_, vyfarbime
¢ervenou a policka By, ..., B,_; modrou.

V kazdom stipci je teda jedno ¢ervené a jedno modré poli¢ko. Ak je n neparne, aj v kazdom riadku je jedno
Cervené a jedno modré policko. Ak je n parne, v kaZdom riadku su bud’ dve ¢ervené, alebo dve modré policka.

Ukazeme, Ze ’iiadne dve vyfarbené policka nesusedia, zrejme staci vySetrit len dvojice v rovnakych alebo
susednych stlpcoch:
e Policka B; a 4;,kde i € {0, ...,n — 1}, nesusedia, lebo rozdiel ¢isel ich riadkov dava po deleni n zvySok 5.
e Policka A; a A;;q,kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo sa ¢isla ich riadkov liSia aspori o 2.
e Policka B; a B;;1 kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo sa ¢isla ich riadkov liSia aspoti o 2.

e Policka B; a A;;1, kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo rozdiel ¢isel ich riadkov dava po deleni n zvySok
3.

e Policka A; a B;;1, kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo rozdiel ¢isel ich riadkov dava po deleni n zvySok
n — 7, ¢o je aspoil 2.
Vyhovuju teda prave cisla vacsie nez 7.
Poznamka:

Uvedené farbenie v pripade n = 8 je az na osovu sumernost jediné.

I}Iech ABC je ostrouhly trojuholnik. Ozna¢me H priesecnik jeho vysok, w kruznicu jemu opisanu a O jej stred.
Dalej oznacme M stred strany BC a D priese¢nik priamky AH s kruZnicou w rézny od A. Priamka DM pretina
kruznicu w v bode E réznom od D. Nech F je priese¢nik priamky AE s kruznicou opisanou trojuholniku OME
rozny od E. Dokazte, Ze plati |[FH| = |FA]|.

(Michal Pecho)
RieSenie:
Nech X je obraz bodu A v simernosti podla stredu O, tisecka AX je teda priemer w.
Podla Talesovej vety je BX kolma na AB, a kedZe aj priamka CH obsahujica vysku z C je na iu kolma, sd navzajom

rovnobeZné. Analogicky st rovnobeZné aj priamky BH a CX, takze Stvoruholnik BXCH je rovnobeZnik. Bod M
ako stred jeho uhlopriecky BC je teda aj stredom jeho druhej uhlopriecky HX.



KedZe O lezi na osi strany BC, priamka OM je kolma na BC, a preto rovnobezna s AD, takze uhly MOX a DAX su
suhlasné. Preto podla vety o obvodovych uhloch pre tetivu DX mame

|«MOX| = |%DAX| = |<DEX| = |<*MEX|,

z ¢oho opat podla tejto vety pre tetivu MX dostdvame, Ze Stvoruholnik MOEX je tetivovy.

Podla Talesovej vety je uhol AEX CiZe FE X pravy, takze opat podla tejto vety je F X priemerom kruZnice opisanej
OME. Opat podla tejto vety st uhly FOX a FMX pravé, a kedZe O a M su stredy useciek AX, resp. HX, F lezi na
ich osiach. Preto |FA| = |FX| = |FH]|.




