MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh krajského kola kategorie Z9

1 Do divadla prisli divaci bud’ pesi, alebo autami, alebo autobusmi. Tych, ktori prisli autobusmi, bolo viac ako 150.
Autobusov bolo 6 a v kaZdom pri$lo rovnaké mnoZstvo divakov. Tych, ktori prisli peSi alebo autami, bolo 0 35 %
menej ako tych, ktori prisli autobusmi. VSetkych divakov dokopy bolo najviac 400.

Kol'ko divakov mohlo byt v divadle? N3jdite vSetky moZnosti.

(Erika Novotna)
RieSenie:
0 divakoch, ktori prisli autobusmi, budeme hovorit ako o 1. skupine a o divakoch, ktori prisli pesi alebo autami,
ako o 2. skupine.
1. skupina prisla v 6 rovnako obsadenych autobusoch, takZe pocet I'udi v 1. skupine je nasobok 6. V 2. skupine
bolo o0 35 % menej nez v 1., takZe pomer velkosti 2. a 1. skupiny bol 100 % — 35 % ciZe 65 %, Co je 16—050, a teda
v zédkladnom tvare g. Pocet ludi v 1. skupine je teda ndsobkom 20.

Zhrnutim dostavame, Ze pocet I'udi v 1. skupine je teda spolo¢nym nasobkom 6 a 20, je teda delitelny ich naj-
mens$im spolo¢nym nasobkom 60.

Pre nasobky 60 vacsie nez 150 vyjadrime sucet vel'’kosti oboch skupin a overime, ¢i je mensi nez 400:
1. skupina || 180 | 240 | 300 | 360 | 420
2.skupina || 117 | 156 | 195 | 234 | 273 | ...
] sucet H 297 \ 396 \ 495 \ 594 \ 693 \
Vsetky dalSie pocty I'udi v 1. skupine sd uz vacsie nez 400, takze aj sucet bude vacsi nez 400.
V divadle teda bolo bud’ 297, alebo 396 divakov.

Hodnotenie:

e po 1 bode za kazdé vyhovujuce rieSenie;
¢ 2 body za postrehy o delitelnosti poctu I'udi v 1. skupine;

¢ 2 body za uplnost rozboru moZnosti v ramci danych obmedzeni.

Pri inych sp6soboch skiiSania moznosti hodnotte doslednost pri overovani prirodzenosti poctov v oboch sku-
pinéch.

2 Stvoruholnik DRAK ma nasledujice vlastnosti:

e jeho vrcholy lezia na kruznici,
e je osovo sumerny podla priamky AD,
« trojuholnik RAK je rovnostranny,

e strana AK ma dizku x.

Vyjadrite dizky uhloprieéok $tvoruholnika DRAK a jeho obsah v zavislosti od x.
(Lenka Dedkova)
RieSenie:

Uhlopriecka KR je stranou rovnostranného trojuholnika RAK, plati teda

|KR| = |AK| = x.

Uhlopriecka AD je priemerom kruZnice, do ktorej je Stvoruholnik DRAK vpisany, t.j. priemerom KruZnice opisa-
nej trojuholniku RAK. V rovnostrannom trojuholniku splyva stred opisanej kruznice s taziskom i priesecnikom
vy$ok. Polomer opisanej kruznice teda zodpoveda 2/3 vy$ky a ta sa rovna v3/2 dlzky strany trojuholnika (¢o je
moZné odvodit pomocou Pytagorovej vety). Plati teda



Stvoruholnik DRAK je osovo simerny podla priamky AD, teda uhloprie¢ky KR a AD st kolmé. Potom

1 1 2V3 V3
S(DRAK)=E-lADl-lKR|=E-—-x-x=— 2,

Poznamka:
Predchadzajuci vypocet obsahu Stvoruholnika DRAK je zaloZeny na vyjadreni obsahu Stvoruholnika s kolmymi
uhloprieckami.

K rovnakému vysledku je moZné dospiet’ aj takto: Obsah rovnostranného trojuholnika RAK je gxz, obsah troj-
uholnika DRK je tretinovy (zhoduje sa s trojuholnikmi ORK, OK A, OAR), celkovo

V3 V3 V3
_ 2 _ 7,2
S(DRAK)-(4 +12 X 3x.
Poznamka:

Usecka AD je priemerom KruZnice opisanej trojuholniku AKD. Ten je podla Talesovej vety pravouhly s pravym
uhlom AKD. Obsah deltoidu DRAK je teda rovny obsahu obdlZniku so stranami AK a DK. Pritom strana DK je
zhodnd s polomerom kruZznice.

Hodnotenie:
e Po 1 bode za kazdy z vysledkov: |KR|, |AD|, S(DRAK);

¢ 2 body za pomocné vztahy a postrehy (vyska rovnostranného trojuholnika, polomer opisanej kruznice, kol-
most uhlopriecok a podobne);

¢ 1 bod za kvalitu komentéra.

Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel (a, b), pre ktoré plati
7a+4b+74 =a-b.

(Erika Novotna)
RieSenie:
Pomocou neznamej b vyjadrime a:
7a+4b + 74 = ab,
4b + 74 = ab — 7a,
4b+74 = (b —7)a,
takze
_4b+74 4b-7)+4-7+74 4(b-7)  28+74 —a4 102
“T—7 ~ b—7 ~b-7 "b-7  Tb-7
Cisla a a b sti prirodzené a menovatel b — 7 je nenulovy, preto b > 7 ab — 7 deli 102. Ked7e 102 = 2-3-17 a2,

3, 17 st prvocisla, ¢islo 102 ma 8 kladnych delitelov. Pre kazdy z nich vyjadrime b a a podla predchadzajtcich
vztahov:

-7 1 2 3 6 |17 | 34 | 51 | 102
10 | 13 | 24 | 41 | 58 | 109
106 | 55 | 38 | 21 | 10 7 6 5
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Hodnoty a a b uvedené v tabul'ke tvoria vSetky vyhovujuce dvojice ¢isel.
Poznamka:

Uvodna tiprava a nasledné tivahy mozu byt skratene takto:
7a+4b+ 74 =a-b,

74 = ab — 7a — 4b,
102 = ab —7a — 4b + 28,
102 =(a—4)(b—7),
Cislaa —4ab — 7,atedaajaa b, st uréené moznymi rozkladmi ¢éisla 102 na dva (kladné) ¢initele. To vedie
prave k rieSeniam popisanym vyssie.

Hodnotenie:

e 2 body za vyjadrenie a = 4Z+74 a 1 bod za vyjadrenie a = 4 + %, resp. 3 body za vyjadrenie 102 =

— b
(a=4DB-7);
¢ 1 bod za delitele ¢isla 102;

e 2 body za vSetky rieSenia.

Pri inych sp6soboch skiiSania moznosti hodnotte podla dplnosti postupu a komentara.

Nech XYZ je trojuholnik taky, Ze |XY| = 8cm, |[YZ| = 6.cm, |ZX| = 7 cm. Zostrojte obdlZnik ABCD tak, aby
platili nasledujice podmienky:

e body 4 a C lezia na priamke XY,

e UseCky AC a XY su rovnako dlhé,

¢ bod Z lezi na priamke BD,

» obsah trojuholnika ACZ je dvakrat vac¢si ako obsah trojuholnika ABC.

Konstrukciu popiste a zdovodnite.

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Uhlopriecky obd{Znika ABCD st zhodné a pretinaju sa vo svojich stredoch. Tento bod oznaé¢ime S. Podla zadania

plati
|BD| = |AC| = |XY| = 8cm.

Trojuholniky ABC a CDA tvoria zhodné ¢asti obdiznika ABCD. Trojuholniky ACZ a ABC maju spolo¢nt stranu
AC abody Z, B, D, S lezia na jednej priamke. Z podmienky o obsahoch plynie
|SZ| =2-|SB| =2-|SD| = |BD| = 8cm.

KedZe ABCD je obdiznik, jeho uhlopriecky st zhodné a rozpoluji sa, a teda body B a D leZia na kruZnici s prie-
merom AC.

Konstrukcia obdi?nika ABCD:
1. priamka XY,

kruznica so stredom Z a polomerom |XY| ¢iZe 8 cm,

bod S ako priese¢nik priamKky z 1. a kruznice z 2.,
kruznica so stredom S a polomerom % |XY| ¢iZe 4 cm,
body A a C ako priesecniky priamKy z 1. a kruzZnice zo 4.,

priamka SZ,

Nk W

body B a D ako priesec¢niky priamKky zo 6. a kruznice zo 4..
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MozZné stredy S su dva, a oznacenie dvojic bodov A a C, resp. B a D je zamenitelné, takze Gloha ma (aZ na znacenie
vrcholov) dve riesenia. Vysledné obdlzniky sui navzajom zhodné.

Poznamka:

Z podmienky o obsahoch trojuholnikov ACZ a ABC plynie, Ze body B a D lezia na rovnobezkach s priamkou
XY, ktoré su v polovi¢nej vzdialenosti od XY ako bod Z. Tymto postrehom je moZné nahradit niektoré kroky
v konStrukcii.

Hodnotenie:
e 1bod za odvodenie |BD| = 8 cm;
2 body za odvodenie |SZ| = 8 cm;
¢ 1 bod za odvodenie polohy bodu D, resp. B (rovnobeZzky v polovi¢nej vzdialenosti, resp. kruznica);

« 2 body za konstrukciu oboch obdlZnikov a jej popis.

Diskusia o pocte rieSeni nie je nutnda na zisk plného poctu bodow.
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