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49. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 24.—30. 4. 2000.)

1. Nech a, b, ¢ st tri prirodzené éisla s vlastnostami, pricom a® je delitelné ¢islom b, b je
delitelné &islom c a ¢ je delitelné ¢islom a. Ukazte, ze (a + b+ ¢)'3 je delitelné &slom abe.

2. Dokéazte, ze existuje mnohoélen p(z) s celo¢iselnymi koeficientmi taky, ze pre kazdé x €
1 9 y
€ <T0’ E> platl
(z) 1 - 1
P51 = 1000
3. Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik taky, ze |AB| = |BC|, |CD| = |DE|, |EF| = |FA].

Dokaite, Ze (predizené) vysky trojuholnikov BOD, DEF, F AB postupne z vrcholov C, E, A
sa pretinaju v jednom bode.

4. Majme dané postupnosti {a,}22 1, {bn}22 1, {cn}02q, {dn}52 1, pre ktoré platia nasledujice
vztahy:

Gn+1 = Qp + bn; bn+1 = by + Cn,

Cn+1 = Cp + dna dn+1 — dn + an.

Dokazte, ze ak existuju k = 1, m = 1 také, ze plati

Qk+m = Qm, bk—i—m = bmv
Ck+m = Cm, dk+m - dm:

tak potom a9 = bg = Cy = d2 =0.
5. Nech P, @, R st postupne stredy kruznicovych oblikov BC, C A, AB kruZnice opisanej
danému trojuholniku ABC. K, L, M nech dalej oznac¢uju postupne stredy jeho stran BC, C A,

AB a I stred kruznice tomuto trojuholniku vpisanej. Dokazte, ze plati

|AL| - |BI|-|CI| = 8- |[KP|-[LQ|- |MR].

6. Pre n prirodzené rieste v obore redlnych ¢isel rovnicu

n+1

x%+x§+...+xi—xn+1:\/$1+x2+...+xn—zn+1— 1

7. Je danych n redlnych cisel
1212292 ...2, >0

a redlne ¢islo a € (0, 1). Dokazte nerovnost

1 1 1
I4+z1+az2+...+z,)" S 1+2f + 5(2952)“ + 5(3363)“ —i—...ﬁ(mﬁn)a.

8. Nech ABCD je $tvoruholnik vpisany do kruZnice so stredom O. Nech P je prieseénik
uhloprie¢ok AC' a BD. Stredy opisanych kruZnic trojuholnikom ABP, BCP,CDP a DAP



su postupne O, Oz, O3z a O4. Dokéazte, ze priamky OP, O103 a 020y sa pretinaju v jednom
bode.

9. Majme cislo
N =025865413989732.

Ked sa pozerame zlava, tak sa nam ¢islo N rozpadne na Sest rasticich a klesajicich refazcov
cifier
0258, 86541, 139, 99, 89, 9732.

Uvazujme len maximalne refazce, t.j. refazce idice od jednej zmeny smeru (z rasticej na
klesajicu alebo naopak) k druhej. Pripustme aby nase ¢islo zac¢inalo 0, ale aby malo kazdé dve
susedné cifry rozne. Aky je priemerny pocet maximéalnych refazcov v tychto n-cifernych ¢islach?

10. Je danych n celoéiselnych aritmetickych postupnosti (a;);ez. Dokézte, ze ak kazdé dve
postupnosti maja spolo¢ny clen, tak potom maji vSetky postupnosti spolo¢ny ¢len. Dokazte,
ze ak mozu mat postupnosti redlne hodnoty, tak tvrdenie nemusi platit.

11. Vrcholy A, B, C' ostrouhlého trojuholnika ABC' lezia postupne na stranach B1Cy, C1 A1,
AlBl trojuholnika A13101 tak, ze plati ’KABC‘ = ]&AlBlC’l\, ‘KBCA| = MBlClA1|
a |[{CAB| = |£C1A1B;|. Dokézte, ze ortocentrd (priesecniky vysok) trojuholnikov ABC
a A1 B1C1 st rovnako vzdialené od stredu kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

12. V pravouhlom stradnicovom systéme je kazdému mrezovému bodu (bod s celoéiselnymi
suradnicami) priradené realne ¢islo tak, ze ziadnym dvom mrezovym bodom nie je priradené to
isté ¢islo. Nech A je lubovolnéd neprazdna koneénd mnozina mrezovych bodov v tomto systéme,
ktora je stredovo symetricka vzhladom na pociatok O stiradnicového systému, O ¢ A. Dokazte,
Ze potom existuje mrezovy bod X roviny taky, ze ak Ax je obraz mmnoziny X v posunuti

—
o vektor OX, tak aspon polovica ¢isel priradenych bodom mnoziny Ax je vicsia ako cislo
priradené bodu X.

13. Ozna¢me d(n) pocet kladnych celoéiselnych delitelov prirodzeného ¢isla n. Néjdite vsetky
2

prirodzené ¢isla, pre ktoré plati n = (d(n))=.
14. Vsetky tri vrcholy trojuholnika majt obe stradnice celo¢iselné, dizka jednej zo stran je
Vv/n, kde n nie je delitelné ziadnou druhou mocninou prvodéisla. Dokazte, ze pomer polomeru
vpisanej a opisanej kruznice tomuto trojuholniku je iracionélne ¢islo.

15. Najdite vsetky funkcie h : Z — Z také, ze pre vSetky celé Cisla z, y plati
h(z 4+ y) + h(xzy) = h(z)h(y) + 1.

16. Karty ocislované ¢islami 1,2,...,32 st ndhodne zoradené vedla seba. V jednom tahu
mozeme vybrat nejaky blok po sebe iducich kariet, ktorych éisla st zoradené vzostupne alebo
zostupne, a polozit ho v opa¢nom poradi. Napriklad ...11 4 5 10 26 8 ... moze byt zmenené na
...11 105 4 26 8 ...Dokézte, Ze po najviac 58 tahoch mézeme zoradit karty tak, Ze ich ¢isla
budt zoradené vzostupne alebo zostupne.

17. Nech ABCD je tetivovy $tvoruholnik a kladné reélne ¢islo k. Nech F a F' st body postupne
na strandch AB a CD také, ze |AE| : |EB| = |CF| : |[FD| = k. Nech P je taky bod na
usectke E'F, ze |PE| : |PF| = |AB| : |CD|. Dokazte, ze pomer obsahov trojuholnikov APD
a BPC nezavisi od cisla k.

18. N4ajdite vSetky dvojice (a,b) redlnych ¢isel také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo plati a|bn| =
= blan]. (Pripomenime, Ze |z| znamend najvii¢sie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo rovné z.)



