MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh krajského kola kategorie B

1 V obore reélnych cisel rieSte stistavu rovnic
x4+ 4y + 22 —4xy—2z+1=0,
y?—xy—2y+2x=0.
(Méria Domanyova)
RieSenie 1:

Druhd rovnicu postupne upravime:
yoy-x) -2y -x) =0,

0-00-2)=0
=0Vl =2).
Rozoberme pripady:

e Aky = x, tak dosadenim do prvej rovnice dostdvame postupne
X% 4+4x* +2%2—4x2 -2z+1=0,

x24+272-2z4+1=0,
x>+ (z—-1)2=0.
Sucet Stvorcov na lavej strane je nulovy iba v pripade x = 0 a z = 1. To dava riesenie (0, 0, 1).
e Ak y = 2, tak podobne dostavame
x2+16+2z2—-8x—2z+1=0,

x2—8x+16+22-2z+1=0,
(x—4%?+(@=z-12=0,
Co plati, len ked x = 4 a z = 1. To dava rieSenie (4, 2, 1).
Dokopy mame dve rieSenia, a to (0,0, 1) a (4, 2, 1). Skiiskou spravnosti lahko overime, Ze obe vyhovuju.
RieSenie 2:

Sustavu ekvivalentne upravime na
(x—=20)?%+(z—-1)?% =0,

-0 -2)=0.

Prva rovnost plati, prave ked' x = 2y az = 1. Druha rovnost plati, prave ked y = x alebo y = 2. To dokopy dava
dve rieSenia (0,0,1) a (4,2,1).

RieSenie 3:

Z druhej rovnice si vyjadrime x pomocou y:
y2—xy—2y+2x=0,

yy—2)=xWy—2),

z ¢oho za predpokladu y # 2 mame x = y. Rozoberme pripady:



e Ak y = x, tak prvt rovnicu rieSime ako kvadratickd s premennou x:

x>+ 4x2 + 2> —4x2 -2z+1=0,

x?=-z2+2z-1,
x?=—(z- 1%
Aby existovalo rieSenie, vyraz —(z — 1)? musi byt nezaporny, ¢o sa stane iba v pripade z = 1. Vtedy
dostaneme
x% =0,
x=0.

Mame tak kandidata na riesenie (0, 0, 1).
o Aky = 2, tak dostavame kvadraticku rovnicu s premennou x
x24164+2z2-8x—-2z4+1=0,
t.j.
x2—8x+2z2-2z+17=0.

T4 ma diskriminant D, kde
D=64—4(z>—-2z+17) = -4z + 8z — 4 = —4(z — 1)?,

ktory je nezaporny len v pripade z = 1 a pre tito hodnotu dostaneme x = 4. Teda mame kandidata na
rieSenie (4,2, 1).

Skaskou spravnosti lahko overime, Ze obe najdené trojice (0, 0, 0) a (4, 2, 1) vyhovuju.

Komentar:

Priprvom a poslednom rieSeni sa vieme zaobist bez skusky spravnosti, ak pri kazdej iprave ¢i ivahe zd6raznime
jej ekvivalentnost. Avsak vzhladom na dlzku riesenia je jednoduchsie spravit skasku ako kazdy krok starostlivo
kontrolovat.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach ohodnotte kroky z vyssie popisaného postupu nasledovne:
A1 Dokaz, Ze z druhej rovnice vyplyva ,x = y alebo y = 2“: 2 body
A2 Dokaz, Ze z prvej rovnice vyplyva ,x = 2y az = 1“: 3 body
A3 VyrieSenie prvej rovnice v jednom z pripadov x = yay = 2: 2 body
A4 Uvedenie oboch rieseni spolu so zdévodnenim, Ze obe vyhovuju (¢i uz skiskou spravnosti, alebo pouzitim
ekvivalentnych tprav): 1 bod
Pocet bodov za krok Ai oznacime a;.

Celkovo potom za neuplné riesenia udelte a; + max{a,, az} + a, bodov.

Uréte vietky kladné prirodzené ¢&isla n také, Ze pravidelny $estuholnik so stranou dizky n sa d4 rozrezat na
utvary ako na obrazku zloZené zo Styroch rovnostrannych trojuholnikov so stranou dlzky 1.

(Anastasia Bredichina)
RieSenie:
Pravidelny $estuholnik so stranou n sa da rozdelit na 6 rovnostrannych trojuholnikov so stranou dizky n (ako na
obrazku v pripade n = 4).

\Vavkvaviviviviv



Kazdy z nich obsahuje (2n — 1) + (2n — 3) + -+ + 3 + 1 &iZe n? rovnostrannych trojuholnikov so stranou dizky
1. Sestuholnik preto obsahuje 6n2 rovnostrannych trojuholnikov so stranou dizky 1. Aby sa dal pokryt ttvarmi
zo zadania, musi platit 4 | 6n?, t.j. 2 | 3n?, preto n je parne.

Nech teda n = 2k pre nejaké kladné prirodzené Cislo k. Matematickou indukciou dokazeme, Ze Sestuholnik
mozno rozrezat podla zadania:

1 Rozrezanie pre pripad k = 1 (teda n = 2) je na obrazku:

2 Predpokladajme, Ze pre nejaké kladné prirodzené ¢islo k vieme rozrezat’ $estuholnik so stranou dizky 2k.
Sestuholnik so stranou dlzky 2k + 2 rozreZeme tak, Ze ho rozdelime na Sestuholnik so stranou dlzky 2k
s nim rovnolahly podla so spolo¢ného stredu, ktory uz vieme rozrezat, a na ,medziSestiuholnicie”.

)

<

To vieme rozrezat na 6 zhodnych nekonvexnych Sestuholnikov zloZenych z 2k +1 Gtvarov, ktoré si navzajom

posunuté a maju spolo¢nu os simernosti.

Takto sme dostali hl'adané rozrezanie Sestuholnika so stranou 2k + 2.

Vyhovuju teda prave vSetky parne kladné prirodzené cisla.
Komentar:

V prvej Casti rieSenia mozeme vylucit neparne n aj pomocou obsahov. Obsah rovnostranného trojuholnika

! . . o . 1 .3 PR
so stranou a je Z\/§a2, preto obsah ttvaru je V3 a obsah $estuholnika 6 - Z\/§n2. Ich podiel Enz musi byt
prirodzené ¢islo.

Poznamka:

Da sa ukazat, Ze popisany spdsob rezania je v zasade jediny: Existuja tri spdsoby odrezania dieliku v rohu
$estuholnika. Jeden z nich vedie k sporu a zvy$né dva vedu k postupnému odrezaniu dielikov pozdiZ obvodu
Sestuholnika bud’' v smere, alebo proti smeru hodinovych ruciciek, ponechajtic v strede Sestuholnik so stranou
kratSou o 2. VSetkych moznych rozrezani $estuholnika so stranou 2k je preto 2%.

Pokyny:

V neuplnych rieSeniach ohodnotte kroky z vyssie popisaného postupu nasledovne:

A1 Dokaz, Ze cely Sestuholnik sa sklad4 zo 6n? jednotkovych trojuholnikov, resp. analogické vyjadrenie obsahu
Sestuholnika: 1 bod

A2 Dokaz, Ze pre neparne n nemozno Sestuholnik rozrezat: 2 body

B1 Priklad rozdelenia Sestuholnika so stranou 2: 1 bod

B2 Priklad rozdelenia $estuholnika so stranou konkrétnej dizky aspori 4: 2 body
B3 Dokaz, Ze pre kazdé parne n mozno Sestuholnik rozrezat podla zadania: 4 body

Pocet bodov za krok Ai, resp. Bi oznac¢ime a;, resp. b;.

Celkovo potom za neuplné rieSenia udelte max{a,, a,} + max{b,, b,, b3} bodow.



V kroku B3 nestaci uviest priklady pre zopar konkrétnych n, treba aj vSeobecny popis. Nie je nutné explicitne
spominat matematicku indukciu (iteraciu, rekurziu) staci jej neformalny popis.

3 Nech/je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC. Obraz kruZnice k opisanej trojuholniku BIC v osovej simer-
nosti podla priamky BC pretina tisecky AB a AC postupne vbodoch D a E,kde D # B aE # C.Predpokladajme,
Ze sa useCky BE a CD pretinaji na kruZznici k. Urcte vSetky mozné vel'kosti uhla BAC.

(Anastasia Bredichina, Patrik Bak)
RieSenie:
Nech P je priesecnik iseciek BE a CD. Podla vety o obvodovych uhloch bod P lezi na kruznici k prave vtedy, ked’
|«BPC| = |&BIC|. Vyjadrime preto velkost oboch tychto uhlov pomocou vel'kosti uhlov trojuholnika ABC.

Z trojuholnika BIC mame
1 1 1
|«BIC| = 180° — |«CBI| — |<ICB| = 180° — 5 |*<ABC| — > [«BCA| =90° + 3 |«CAB].
Obraz kruznice k v osovej simernosti podla priamky BC oznac¢ime [ a obraz bodu I oznac¢ime J. Z osovej sumer-

nosti plati |[€BIC| = |«BJC|.Podla zadania na kruZnici [ leZia aj body D a E, no leZia v opa¢nej polrovine uréenej
priamkou BC ako bod J. Preto z vety o obvodovych uhloch mame

1
|*BDC| = |<BEC| = 180° — |«BJC| = 180° — |«BIC| = 90° — 3 |«BAC|.
Vdaka susednym uhlom mame
1
|[«PDA| = 180° — |«BDC| = 90° + 3 |«BAC|

aanalogicky |<PEA| = 90° + % |«BAC|.Vdaka vrcholovym uhlom |«BPC| = |&EPD]|. Velkost uhla EPD ur¢ime
zo Stvoruholnika ADPE:

|%BPC| = |%EPD| = 360° — (|%DAE| + |<AEP| + |<PDA|)

1 1
=360° — <|<BAC| +90° + 5 [4BAC| +90° + & |<BAC|) = 180° — 2 |<BAC]|.

A

KedZe body P a I lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou BC, bod P lezi na kruznici k prave vtedy, ked’
|«BPC| = |«BIC|,
t.j.
180° — 2 |[*BAC| =90° + % [«BAC|,



5
3 [«BAC| =90°,
[«BAC| = 36°.
Jedind moZna vel'kost uhla BAC je tak 36°.

Komentar:

Vztah |<BDC| = 90° — % |*BAC| mozno odvodit aj nasledovne. Uhly BIC a BDC st obvodovymi uhlami zhod-
nych kruznic (k a [) nad spolo¢nou tetivou BC, pricom uhol BIC je tupy, a prislicha tak kratSiemu obliku a uhol
BDC prislicha z osovej symetrie dlh§iemu obldku. Preto |€BDC| = 180° — |&BIC]|.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach ohodnotte kroky z vyssie popisaného postupu nasledovne:

A1 Uvedenie vztahu [«BIC| = 90° + % |«BAC| (absenciu jeho odvodenia tolerujte): 1 bod.
A2 Odvodenie vztahu |[<BDC| = 180° — |«BIC|: 1 bod.

A3 Odvodenie vztahu |«BIC| = |<BPC|: 1 bod.

A4 Zostavenie rovnice, z ktorej mozno uréit |€BAC|: 2 body.

A5 Uvedenie spravneho vysledku (aj ked’ je len uhadnuty): 1 bod.

Pocet bodov za krok Ai oznacime a;.

Celkovo potom za neuplné rieSenia udel'te a; + a, + a3 + a4 + as bodov. Body za A1, A2 a A3 udel'te aj v pripade,
ked' nie st v rieSeni explicitne spomenuté, no priamo vyplyvaju z vyjadreni vel'’kosti uhlov, resp. ked’ je v rieseni
odvodeny ekvivalentny vztah.

Tolerujte, ak v rieSeni nie je overené, Ze hodnota 36° je dosiahnutelnd, teda Ze pre nu existuje trojuholnik vy-
hovujuci zadaniu. (V rieSeni sme to ukazali starostlivou formulaciou vSetkych tvah pomocou ekvivalencii.)

Najdite vSetky kladné prirodzené cisla n také, Ze Cisla

1 1

- a -
n n+ 232
majd nekonecné desatinné rozvoje, ktoré sa zhoduju od niektorého miesta rovnakého pre obe ¢isla.

(Jan Mazak, Josef Tkadlec)
RieSenie:

232
n(n+232)
rozvoj. To nastane prave vtedy, ked’ v jeho zdkladnom tvare budu v prvociselnom rozklade menovatela len 2
a 5. Pri aprave na zakladny tvar sa teda vSetky ostatné prvocisla musia vykratit. KedZe menovatel je delitelny
n, musi byt delitelny aj kazdym prvocislom, ktoré deli n. KedZe 1/n ma nekonecny rozvoj, nejaké prvocislo iné
ako 2 a 5 deli n. Ozna¢me p l'ubovolné z takychto prvocisel. KedZe p sa v skimanom zlomku vykrati, musi delit aj
Citatela 232, preto p = 23. Zaroven 232 uz nemoéze delit n, inak by sa v rozklade menovatela skiimaného zlomku
na prvocisla vyskytovalo 23* (ked%e by platilo 232 | n 4+ 232), ¢o by neslo uplne vykratit. Preton = 23 - 2% - 5?
pre nejaké prirodzené ¢isla a a b.

Zapisy Cisel 1/nal/ (n + 232) sa od nejakého miesta zhoduju, preto ich rozdiel ma konecny desatinny

Po dosadeni a krateni dostaneme
232 232 B 1
n(n+232) 23-2@¢.5b(23.2a.5b 4232)  2a.5b(2a.5b 4 23)°

KedZe ide o zlomok v zdkladom tvare, jeho menovatel’ m6Ze obsahovat vo svojom prvociselnom rozklade len
prvocisla 2 a 5. Preto pre nejaké prirodzené ¢isla ¢ a d musi platit

2¢.5b 4 23 = pc.5d

KedZe 23 nie je delitelné 2, jedno z Cisel a a ¢ musi byt 0, a kedZe nie je delitelné 5, jedno z Cisel b a d musi byt
0. Pripad ¢ = d = 0 nemo0zZe nastat, kedZe lava strana je vacsia ako 1. Takisto a = b = 0 nemodze platit, kedZe
1+ 23 = 24, ¢o je delitelné 3. Ostavaju tak dva pripady: a = d = 0a b = ¢ = 0, pricom zvysné dve premenné
musia byt kladné.

Rozoberme pripady:

e Nechb =c=0.
Hladame teda kladné prirodzené ¢isla a a d také, ze 2% + 23 = 5%, Rozoberme pripady:



e Aka=1,takd = 2,atedan = 23 -2 = 46.
o Aka > 2,tak ma lavé strana po deleni 4 zvy$ok 3. Prava strana ma po deleni 4 zvy$ok rovnaky ako 1¢,
t.j. 1, Coje spor.
RieSenie preto v tomto pripade neexistuje.
e Necha=d =0.
UkaZeme, Ze rovnica 5” + 23 = 2€ nema v kladnych celych prirodzenych rie$enie: Ur¢ime, aké zvy$ky po
deleni 15 méZeme na strandch rovnice dostat. Mocniny 2€ pre c z {1, 2, 3, 4, 5} davaji v tomto poradi zvy$ky
2,4, 8,1, 2. Kazdy dalsi zvySok vieme ziskat' prendsobenim predoslého zvysku 2 a pripadnym odcitanim
nasobku 15. Ked’ sa teda zopakoval zvysok 2, tak zvysky dalSich mocnin sa budd opakovat vo vzore 2, 4,
8, 1. Analogicky na lavej strane zistime, Ze 5% ma zvy$ok 5 alebo 10, teda zvy$ok lavej strany je 13 alebo 3.
Zvysky lavej a pravej strany po deleni 15 st rozne, takZe v tomto pripade neexistuje rieSenie.

Jedinym rieSenim je tak ¢islo 46. Vtedy rozdiel zlomkov zo zadania je 1/50 ¢iZe 0,02, ¢o ma konecny desatinny
rozvoj.

Komentar:

Pri dokaze, Ze rovnica 5? + 23 = 2€ nema riesenie v kladnych prirodzenych ¢islach, je moZné analogicky vyuzZit
aj zvysky po deleni inym ¢islom. Okrem c¢isla 15 vyhovuji napriklad aj 31, 39, 63, 69 ¢i ich nasobky. Ak vyuZijeme,
Ze 2¢ = 5, t.j. ¢ = 5, tak vyhovuje aj 24.

Komentar:

Uvahu o delitelnosti 15 je moZné nahradit’ tivahami o delitelnosti 5 a 3. Hladané ¢ musi spiiat’ podmienku 5 |
2¢ — 23 a postupnym preverenim c z {1, 2, 3,4, 5} zistime, Ze ¢ = 4k + 3 pre prirodzené ¢islo k (dalej sa zvysky
periodicky opakujti). Po dosadeni do skimanej rovnice tak 52 + 23 = 16* - 8. Po deleni 3 dava 16* vzdy zvy$ok
1, preto prava strana dava zvy$ok 2. LenZe aj 23 dava zvysok 2, preto by 5 muselo byt delitelné 3, ¢o by bol
spor.

Komentar:

Presné desatinné zapisy najdenych zlomkov 1/46 a 1/575 su

0,021739130434782608695652, resp. 0,001739130434782608695652

(rovnaké periédy maju dizku 22).

Komentar:

Uvedieme este jeden spdsob, ako dokazat, Ze rovnica 5 + 23 = 2¢ nemd v kladnych prirodzenych ¢&islach
rieSenie. KedZe lava strana je vacsia ako 23, plati ¢ > 5. Rovnicu upravime na

50— 1 =2¢—-24,

4(5P71 45072 4 ...+ 54 1) = 8(2°7% - 3).

Prava strana je delitelna 8, preto vyraz v zatvorke na lavej strane je parny. KedZe obsahuje sucet b neparnych
Cisel, b je parne. Vtedy vieme ttto rovnicu rozlozit' takto:

(55 - 1) (55 +1)=8(273-3).

b b b b
Z troch za sebou iddcich ¢isel 52 — 1,52, 52 + 1 je jedno delitelné 3, pricom ¢islo 52 to nie je. Preto je lava

strana delitelna 3, avSak prava strana 3 delitelna nie je.
Pokyny:

V neuplnych rieSeniach ohodnotte kroky z vyssie popisaného postupu nasledovne:

Al Vyjadrenie rozdielu zlomkov zo zadania v podobe jedného zlomku a konstatovanie, Ze musi mat konecny
desatinny rozvoj: 1 bod.

A2 Dokaz, Ze n je delitelné 23: 1 bod.
A3 Dékaz, ze hladané n musi byt v tvare 23 - 2% - 5P: 2 body.

A4 Redukcia na rovnicu 2% - 5? + 23 = 2¢ . 59 a zdovodnenie, Ze ju stadi riesit pre pripadya = d = 0
ab =c = 0:3body.

A5 Dokaz, 7e rovnica 2% + 23 = 5% ma jediné riesenie (1, 2) (a vtedy n = 46): 1 bod.

A6 Dokaz, ze rovnica 5 + 23 = 2¢ nema riesenie v kladnych prirodzenych ¢islach: 2 body.



Pocet bodov za krok Ai oznacime a;.
Celkovo potom za neuiplné rieSenia udelte max{a,, a,, az, a,} + as + az bodowv.

Tvrdenia o pocitani zvyskov nie je potrebné dokazovat, vratane znameho faktu, ze zvysky mocnin po deleni
tym istym Cislom sa opakuju. Je teda v poriadku, ak rieSitel’ bez podrobnejsSieho zdovodnenia napisSe napriklad:

7 vr

»,Mocniny ¢isla 2 davaju po delenf ¢islom 15 len zvysky 2, 4, 8, 1.
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