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74.rocnik Matematickej olympiady Zadania tloh MEMO

(SutaZ sa konala 25. - 31. 8. 2025.)
Sutaz jednotlivcov:

I-1. Nech R oznaduje mnozinu kladnych redlnych éisel. Dan4 je funkcia f:RT — RT
taka, Ze pre vietky z,y € RT plati

yf?% () 2 2 f(y)-

Dokazte, ze existuje kladné celé ¢islo ng také, ze pre lubovolné kladné celé ¢islo n = nyg
a pre fubovolné x € R plati

Poznamka. Zapis f™ oznacuje funkciu f aplikovanu n-krat, ¢ize

' @)= fG @) .0)-
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n-krat

(Slovensko, Dominik Martin Rigasz)

I-2. Predpokladajme, ze v nekonecnej stvorcekovej sieti su niektoré policka zafarbené
nacerveno. Potom rubinovd veZa je figirka, ktord sa moze v jednom fahu posunit o Tu-
bovolny pocet poli¢ok v jednom smere rovnobeznom s ¢iarami mriezky (bud vodorovne,
alebo zvislo) tak, aby ostala na ¢ervenych polickach po cely ¢as pocas fahu.

Zacinajuc s nezafarbenou nekonec¢nou Stvorcéekovou sietou, Alica vykond nasle-
dovny proces: Najprv zafarbi najviac 2025 poli¢ok nacerveno. Potom umiestni niekolko
rubinovych vezi na po dvoch rbézne cervené policka tak, aby dodrzala nasledovné
podmienky:

e Ziadna rubinovi veza sa nevie dostaf jednym fahom na policko, kde stoji ina
rubinova veza.

e Kazd4 rubinova veza sa vie dvomi tahmi dostat na lubovolné policko, kde stoji ina
rubinova veza.

Najdite najviac¢si mozny pocet rubinovych vezi, ktory Alica moze umiestnif pocas

takéhoto procesu. (Svajciarsko)

I-3. Nech ABC je trojuholnik. Jeho vpisana kruznica w sa dotyka stran BC, CA a AB
postupne v bodoch D, E a F. Body P a @), rozne od bodu D, lezia na priamke BC'
tak, ze |PB| = |BD| a |QC| = |CD|. Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom PCFE
a QBF a kruznica w prechadzaji spolo¢nym bodom. (Rakusko)

I-4. Podmnozinu S mnoziny celych ¢isel nazvime saskou, ak pre Tubovolné tri po dvoch
rozne prvky a,b,c € S je ¢islo ab 4 ¢ druhou mocninou nejakého celého ¢isla. Dokazte,
7e kazda saskd mnozina je koneéna. Dalej uréte najvicsi mozny pocet prvkov, ktoré
saskd mnozina moze obsahovat. (Chorvatsko)



Sataz druzstiev:
T-1. Bob vlastni n minci s celoc¢iselnymi hodnotami
c12¢c2...2¢c, >0.

Teraz stoji pred automatom na sladkosti, ktory poniika na predaj n kusov maskit
s celociselnymi cenami by, bo, . .., b,. Bob si vS§imol, Ze pre kazdé i € {1,...,n} plati

b1+b2+...+bi201+62+...+CZ’.

Navyse, celkova hodnota Bobovych minci je rovnaka ako celkova cena vsetkych maskit.
Bob si moze maskrty kupovat v Tubovolnom poradi. Na to, aby si kupil i-tu maskrtu,
musi do automatu vhodif mince v celkovej hodnote asporti b;. Po zakGpeni vSak automat
Bobovi nevrati ziadny vydavok.
Dokézte, ze Bob si moze kupit aspon polovicu vSetkych magkrt.
(Ceskéa republika)

T-2. Nech R™ oznaduje mnoZinu kladnych reidlnych éisel. Najdite vSetky funkcie
f:RT — RT také, ze pre kazdé x,y € RT plati

flxy) + f(z) = FW) f(xf(y)) + F(2)f(y),
a pre ktoré existuje najviac jedno éislo a € RT také, ze f(a) = 1. (Ukrajina)

T-3. V tabulke n xn nazvime hadom lomen ¢iaru, ktora spaja stredy susednych poli¢ok
a prechadza stredmi vsetkych n? policok, pricom kazdy stred navstivi prave raz. Dve
policka pritom povazujeme za susedné, ak maja spolo¢nu stranu. Vsimnite si, ze vSetky
rovné useky hada si rovnobezné so stranami tabulky. Na obr.1 je zobrazeny priklad
hada v tabulke 4 x 4. Tento had deviitkrat zaboc¢i o 90°, pricom tieto zabocenia si
naznacené malym c¢iernym Stvorcéekom.
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Obr. 1

Uvazujme teraz hada, ktory prechddza vsetkymi 2025 polickami tabulky 45 x 45.
Aky je najviacsi mozny pocet zabodeni o 90°, ktoré takyto had moze spravit?
(Ceskéa republika)

T-4. Nech n je kladné celé ¢islo. V provincii Tramtéria je 100n miest, z ktorych kazdé
dve st spojené priamou cestou. Kazda z tychto ciest ma mytnicu, ktora vybera kladna
sumu mytneho. Pre kazdu cestu sa prijem jej mytnice rovhomerne rozdeli medzi dve



mestd na koncoch cesty (teda kazdé z tychto dvoch miest dostane polovicu myta).
Celkovy prijem mesta je rovny suc¢tu prijmov, ktoré toto mesto ziskava zo 100n — 1
mytnic na svojich cestéch.

Podla nového zdkona ziska prijmy niektorych mytnic federalna vldda namiesto
miest prislichajicich tymto mytniciam. Guvernér Tramtarie rozhoduje o tom, o ktoré
mytnice pdjde. Primétori miest pozaduji, aby po tejto zmene kazdému mestu zostal
celkovy prijem vo vyske asponn 99 % jeho povodného celkového prijmu.

V zavislosti od n najdite najvicsie kladné celé ¢islo k také, ze guvernér vie vzdy
vybrat k& mytnic, z ktorych bude federdlna vldda ziskavat prijem, pri¢om uspokoji
poziadavky primétorov miest. (Litva)

T-5. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom plati |[AB| < |AC|. Ozna¢me D
piatu kolmice z bodu A na priamku BC. Nech F je taky bod, Ze Stvoruholnik ABEC je
rovnobeznik. Dalej nech M je taky bod vo vnutri trojuholnika ABC, Ze plati |[M B| =
= |MC|. Napokon ozna¢me F' obraz bodu D v osovej simernosti podla doty¢nice ku
kruznici opisanej trojuholniku ADM prechadzajucej bodom M. Dokéite, ze |AF| =
= |DE]|. (Slovensko, Patrik Bak)

T-6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, vo vnutri ktorého je zvoleny bod D taky,
ze pren plati [{BDC| = 180° — | BAC/|. Priamka BD pretina priamku AC v bode E
a priamka C'D pretina priamku AB v bode F. Body P # FE a () # F' su zvolené na
priamke EF tak, ze plati |BP| = |BE| a |CQ| = |CF|. Predpokladajme, ze tsecky
AP a AQ pretinaju kruznicu w opisanu trojuholniku ABC' postupne v bodoch R # A
a S # A. Dokazte, ze priamky RF a SFE sa pretinaju na kruznici w.

(Slovensko, Patrik Bak)

T-7. Nech n je kladné celé ¢islo také, ze sucet vSetkych kladnych delitelov déisla
n? +n+1 je delitelny tromi. Dokazte, ze mnozinu vietkych kladnych delitelov ¢isla
n? +n 4+ 1 je mozné rozlozif na tri mnoziny tak, Ze sicin prvkov kazdej mnoziny je
rovnaky. (Slovensko, Jakub Krivosik)

T-8. Rozhodnite, ¢ je nasledujtce tvrdenie splnené pre fubovolny polyném P stuptia

aspon 2 a s nezapornymi celo¢iselnymi koeficientmi: Existuje kladné celé ¢islo m také, ze

pre nekonecne vela kladnych celych ¢isel n ma ¢islo P™(m) viac ako n roznych kladnych

delitelov.

Pozndmka. Zapis P™ oznacuje P aplikované n-krat, ¢ize P"(x) = P(P(...P(x)...)).
——

n-krat



