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50. ro¢nik MO Zadania uloh c¢esko-polsko-slovenského stretnutia
(SutaZ sa konala 13. -16. 6. 2001.)

1. Dokézte, ze pre lubovolné kladné ¢isla ay,as, ... ,a, (n = 2) plati nerovnost

(a3 4+ 1)(ad +1)...(a3 +1) 2 (a2az +1)(a3az + 1) ... (a2a; + 1).
(P. Kanovsky)

2. Trojuholnik ABC' mé ostré vnutorné uhly pri vrcholoch A a B. Nad stranami AC
a BC su trojuholniku zvonku pripisané rovnoramenné trojuholniky ACD a BCE so
zakladiniami AC a BC tak, ze |{ADC| = |{ABC| a stcasne [{BEC| = |{BAC|.
Ozna¢me S stred opisanej kruznice trojuholniku ABC. Dokéazte, Ze dizka lomenej &iary
DSFE sa rovna obvodu trojuholnika ABC prave vtedy, ked je uhol ACB pravy!

(J. Simsa)
3. Pre Tubovolné prirodzené éisla n, k spliiajice podmienky %n < k < %n najdite
najmensi pocet policok, ktoré mozeme obsadit na Stvorcovej Sachovnici n x n tak, aby
v ziadnom riadku ani v ziadnom stipci $achovnice neexistovalo k& volnych (t.j. neobsa-
denych) susednych poli¢ok! (J. Simsa)

4. V rovine st dané body A, B (A # B). V tejto rovine uvazujme lubovolny trojuholnik
ABC s vlastnostou: Na jeho stranidch BC, CA existuju postupne body D, E, pre ktoré

plati
. |BD| |CE|] 1
Y Igc| ~jcal = 3
(ii) body A, B, D, E lezia (v tomto poradi) na jednej kruznici.
Uréte mnozinu priesecnikov priamok AD a BE pre vsetky trojuholniky ABC
s danou vlastnostou! (J. Svréek)

5. Urcte vsSetky funkcie f : R — R vyhovujtce rovnici

F@® +y) + f(f(2) —y) = 2f(f(2)) + 29
pre vSetky z,y € R. (P. Kanovsky)

6. V priestore je dand kartezianska stustava stradnic. Kazdy bod s celoc¢iselnymi
stradnicami nazveme mreZovym. Ofarbime 2000 mrezovych bodov na modro a inych
2000 mrezovych bodov na cerveno tak, aby ziadne dve modrocervené tusecky nemali
spolo¢ny vnitorny bod. (Usecku nazyvame modroéervenou, pokial je jeden jej krajny
bod ofarbeny na modro a druhy na ¢erveno.) Uvazujme najmensi kvider s hranami
rovnobeznymi s osami stiradnic, ktory obsahuje vSetky ofarbené body.

(a) Dokazte, ze kvader obsahuje asponi 500 000 mrezovych bodov.

(b) Uvedte priklad popisaného ofarbenia, ked uvazovany kvader obsahuje maxi-
malne 8 000000 mrezovych bodov. (J. Simsa)



