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51.ro¢nik MO Zadania uloh c¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(SutaZ sa konala 16. - 19. 6. 2002.)

1. Nech a, b st rozne redlne ¢isla a k, m prirodzené ¢isla, pre ktoré plati k+m =n = 3,
k = 2m am < 2k. Uvazujme postupnosti (z1, xa, ... , &, ), ktoré vyhovuji nasledujticim
podmienkam:

k ¢lenov postupnosti sa rovna a, pritom z; = a;

m ¢lenov postupnosti sa rovna b; pritom z,, = b;

ziadne tri po sebe idice cleny nie st rovnaké.
Urcte vSetky mozné hodnoty stuctu

TpT1To + T1T2X3 + ... + Tp_2Tn_1Tn + Tn_1TnpT1.

2. Dany je trojuholnik ABC, ktorého obsah je S. Pre jeho dlzky stran |BC| = a,
|CA| = b, |AB| = ¢ plati a £ b < c. Urcte najvii¢sie redlne ¢islo u a najmensie redlne
¢islo v tak, aby pre kazdy vnatorny bod P trojuholnika ABC bola splnena nerovnost

w< |PD| + |PE| +|PF| < v,

kde D, E, F st po rade priesecniky priamok AP, BP, CP s protilahlymi stranami
daného trojuholnika. (Hodnoty u, v vyjadrite pomocou danych veli¢in a, b, ¢ a S.)

3. Nech S=1{1,2,... ,n}, kde n je dané prirodzené ¢islo. Urcte pocet vSetkych funkcii
f:S — S takych, ze pre kazdé x € S plati z + f*(z) = n + 1. (Symbol f* oznacuje
Stvrth iteraciu, t.j. f4(z) = F(F(f(f(2)))).)

4. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a p prvocislo také, ze n je delitelom ¢isla p—1 a stcasne
p je delitelom ¢isla n3 — 1. Dokazte, Ze 4p — 3 je druhou mocninou prirodzeného é&isla.

5. Nech O oznacuje stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Body P,
Q) nech st po rade takymi bodmi jeho stran AC, BC, pre ktoré sucasne plati

AP _ |BC] |BQ| _ [AC]

PQ| ~ 1AB| " |PQ|  |AB|
Dokazte, ze body O, P, Q a C' lezia na jednej kruznici.
6. Nech n = 2 je parne prirodzené ¢islo. Uvazujme polynémy tvaru
Plz)=z"4ap12" ' 4+ - +az+1

s realnymi koeficientmi, ktoré maja aspon jeden redlny koren. Urcéte najmensiu moznt
hodnotu stétu a? + -+ +a2_;.



