MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Navodné a dopliujuce ulohy
k aloham domacej pripravy kategorie A

1 Aknie je uvedené inak, predpokladame, Ze kralovstvo ma tvar konvexného mnohouholnika.

N1

N2

N3

N4

D1

D2

Nacrtnite konvexny mnohouholnik, ktory

a) mj,

b) nema

prave jeden najvychodnejsi bod.

Nech B a C st body také, Ze bod C sa nachadza severozapadne od bodu B. Najdite vSetky body A také, Ze
trojuholnik ABC ma prave jeden najvychodnejsi bod, a to bod B.

Nacrtnite kralovstvo, ktoré ma v jednom zo svojich vrcholov 0, 1, 2, 3 alebo 4 vlajky, alebo dokaZzte, Ze také
neexistuje.

Vo vnutrozemi ostrova (ako zo zadania stutaznej dlohy) je bod, v ktorom sa stretavaju tri kralovstva a sa
v iom zapichnuté prave dve vlajky. Aké vSetky kombindacie pismen sa na nich moZu objavit?

Ukazte, Ze ak by sme v sutaznej dlohe uvazovali nekonvexné kralovstvo, mohlo by sa stat, Ze v krtinci nebude
zapichnutd Ziadna vlajka.

Vo vnutri konvexného desatuholnika A, ... A1 je dany bod P, ktory nelezi na Ziadnej jeho uhlopriecke. Do-
kazte, ze niektoré dve z polpriamok A4 P, ..., A1oP pretinaju rovnaku stranu desatuholnika.

2

N1 Najdite vSetky rieSenia rovnice |x2 - 1| =x+1.

N2 Urcte poCet rieSeni rovnice |x — 2| = ax pre redlny parameter a.

N3 Pripomefite si Vietove vztahy: Nech mé kvadratick4 rovnica x? + px + q¢ = 0 dva rdozne realne korene.
Vyjadrite ich stcet a stucin pomocou koeficientov p a g.

D1 UvaZujme dve rovnice

x% + 2px + 2q% = 4,
x2 —2qx +2p* =4

s redlnymi parametrami p a q. Nech prvd ma dve rozne rieSenia x; a x, a druha dve rézne rieSenia x3 a x,.
Urcte vietky mozné hodnoty vyrazu x? + x% + x% + x3.

D2 Urcte pocet redlnych koretiov rovnice x? + 4 = a|x| v zavislosti od re4lneho parametra a.

D3 Urcte pocet redlnych koretiov rovnice x - |x + 6p| = 36 v zavislosti na redlnom parametri p.

D4 Urcte vSetky hodnoty redlneho parametra p také, Ze rovnica

201711 -1 -1 —x]||| =2016x +p
ma prave tri rieSenia v obore redlnych cisel.
3

N1 Na obdiZnikovej hracej ploche 4 X 2 st 4 Zetény o¢islované 1, 2, 3, 4 a rozmiestnené ako na obrazku vlavo.
Vjednom tahu je mozZné presunut jeden Zetén z jeho policka na policko susediace stranou. Najmenej kol'ky-
mi tahmi je mozné z p6vodného rozostavenia ziskat rozostavenie na obrazku vpravo? Na jednom policku
sa moOZe nachadzat aj viac ako jeden Zetdn.

N2 VyrieSte predchadzajicu tilohu za predpokladu, Ze na jednom poli¢ku sa naraz nemoZe nachadzat viac ako je-

den Zeton.



N3
D1

D2

D3

D4

D5

Dokazte, Ze v pripade n = 3 nemozno hlavolam zo sttaznej ulohy vyriesit na 3 tahy.
Vyrieste tlohu N2 v§eobecne pre hraciu plochu 2n X 2 a 2n Zeténov v spodnom riadku, pricom n je nenulové
prirodzené ¢islo.

Uvazujme rovnaky hlavolam ako v sutaznej tilohe s dodato¢nymi obmedzeniami: Kotice mozno vysuvat
a nasuvat len zlava a v kazdom okamihu musia byt kottiCe na kaZdej ty¢i usporiadané vzostupne podla
vel’kosti zlava doprava. Ide vlastne o hlavolam zndmy pod nazvom hanojské veZe. V zavislosti od poctu kotu-
Cov urcte najmensi pocet tahov nutnych na vyriesenie tohto hlavolamu.

Uvazujme modifikaciu hanojskych vezi, kde je zakazané prestvat kotice medzi prvou a tretou tycou. Naj-
menej kol'’ko tahov potrebujeme na presun vSetkych kotucov na tretiu tyc?

Vkruhuje 100 mimozemstanov, kazdy z nich ma 100 tabletov. V ramci jedného tahu l'ubovolny mimozemstan
vezme niekol’ko svojich tabletov a rozdeli ich medzi ostatnych mimozemstanov (nie nutne rovnomerne a nie
nutne medzi vSetkych). Po akom najmenSom pocte tahov m6zu mimozemstania docielit, aby ziadni dvaja
z nich nemali rovnaky pocet tabletov?

Na Sachovnici rozmerov 8 X 8 je na kazdom z 6smich policok v prvom rade biela dama a na kazdom z 6smich
policok v 6smom rade ¢ierna dama. V jednom tahu mézeme pohnut I'ubovolnou ddmou podla Sachovych
pravidiel na volné policko. Tieto tahy opakujeme tak, aby sa farby pohybujicich sa dam striedali. Urcte naj-
mensi pocet tahov, po ktorom budu v prvom rade vSetky ¢ierne a v 6smom rade vSetky biele damy.

4

N1 Nech a a b st prirodzené ¢isla a p je prvocislop také, zep | a+ 6 ap | b — 3. Dokazte,Zep | a + 2b.

N2 Ktoré z nasledujuicich dvojic Cisel st nestudelitelné pre vsetky dvojice nesudelitelnych celych ¢isel a, b?
a) a,a+b,

b) a+ b, ab,

c) a? + b?, ab,
d) a+b,a—b,
e) a3, (a+ 1)°.

D1 Dokazte, Ze pre kazdé celé ¢islo n je zZlomok EZ—:: v zdkladnom tvare.

D2 Nech a, b, ¢, n st nenulové prirodzené cisla také, ze Cisla a, b, ¢, a + b + ¢ st po dvoch nesudelitelné a ¢islo
(a+b+c)(a+Db)(b+c)(c+a)(ab + bc + ca) je n. mocninou celého ¢isla. DokaZte, Ze abc sa da zapisat
ako rozdiel dvoch n. mocnin celych ¢&isel.

5

N1 Nech p je priamka a nech body A4 a B leZia v rovnakej polrovine urcenej priamkou p. Najdite bod X leZiaci na
priamke p taky, Ze hodnota |AX| + |XB| je najmens$ia moZna.

N2 Nech ABCD je obdiznik a M je stred jeho strany BC. Nech G je bod vnitri trojuholnika ABD.

a) Ur¢te bod P strany AD taky, Ze dizka lomenej ¢iary GPM je minimélna.
b) Uréte body P strany AD a Q strany CD také, Ze dizka lomenej ¢iary GPQM je minimalna.

D1 Je dany uhol X0Y, ktorého vel'kost je mensia ako 45°, a bod A na polpriamke OX. Najdite body M a N pol-
priamok postupne 0Y, 0X, pre ktoré je hodnota |[AM| + |MN| najmensi.

D2 Nech XOY je konvexny uhol a M jeho vnutorny bod. Najdite body A a B polpriamok 0X, resp. OY také, ze
|OA| = |OB| ahodnota |[MA| + |MB| je najmenSia.

D3 Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. DokaZte, Ze existuje bod P taky, Ze ak K, L, M obrazy l'ubovolného vnu-
torného bodu ABC v osovych simernostiach postupne podla priamok BC, CA, AB, tak P leZi v trojuholniku
KLM.

6 N1 Plati tvrdenie stutaznej ulohy, ak namiesto 97 je
a) 5,
b) 77
N2 Nech p je prvocislo a a celé ¢islo, ktoré nie je delitelné ¢islom p. Dokazte, Ze
{(xa)modp: xe{1,..,p—1}}={1,..,p—1}.
N3 Nech p je prvocislo a a celé ¢islo, ktoré nie je delitelné ¢islom p. DokaZte, Ze existuje prave jeden zvySok b,

pre ktory plati (ab) modp = 1.



N4

N5

N6

D1

D2
D3

D4

Dokazte (malil) Fermatovu vetu: Nech p je prvocislo a a celé Cislo, ktoré nie je delitelné ¢islom p. Potom p
deli ¢islo aP~1 — 1.

Nech p je prvocislo a a, b, ¢ st celé &isla, pricom p nedeli a. Dokazte, Ze podmienka p | ax?+bx +c je splnena
najviac pre dve rézne hodnoty x z {0, ...,p — 1}.

Dokazte, Ze ¢islo 220%% — 8 je delitelné 56.

Nech p je neparne prvodislo. Cislo a z {1, ...,p — 1} nazyvame kvadraticky zvysok po deleni p, ked existuje
celé ¢islo x, pre ktoré plati x> mod p = a. DokaZte, Ze v mnoZine {1, ...,p — 1} je kvadratickych zvyskov po
deleni p rovnako vela ako ¢isel, ktoré nie st kvadratickym zvySkom po deleni p.

Dokazte jednu ¢ast Wilsonovej vety: Ak p je prvocislo, takp | (p — 1! + 1.
Dokazte, Ze postupnost kladnych prirodzenych ¢isel (a,)n=o taka, Ze ak n je prirodzené Cislo, tak

ans1 € {2022a, — 1,2022a, + 13,

obsahuje nekonec¢ne vela zloZenych cisel.
Urcte v8etky prirodzené Cisla, ktoré st nesidelitelné s kazdym ¢lenom postupnosti (2™ + 3™ + 6™ — 1):;0.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Navodné a dopliujuce ulohy
k iloham domacej pripravy kategorie A

1 Ak nie je uvedené inak, predpokladame, Ze kralovstvo ma tvar konvexného mnohouholnika.

N1

N2

N3

N4

D1

D2

Nacrtnite konvexny mnohouholnik, ktory

a) maj,

b) nema

prave jeden najvychodnejsi bod.

RieSenie:

Konvexny mnohouholnik ma viac najvychodnejsich bodov prave vtedy, ak niektora jeho strana je rovnobezna
so zvislou osou a cely mnohouholnik sa nachadza zapadne od ne;j.

Nech B a C st body také, Ze bod C sa nachadza severozapadne od bodu B. Najdite vSetky body A také, Ze
trojuholnik ABC ma prave jeden najvychodnejsi bod, a to bod B.

RieSenie:

Vyhovuju prave vsetky body, ktoré sa nachadzaji zapadne od severojuznej priamky prechadzajticej bodom
B a zaroven nelezia na priamke BC.

Nacrtnite kralovstvo, ktoré ma v jednom zo svojich vrcholov 0, 1, 2, 3 alebo 4 vlajky, alebo dokazte, Ze také
neexistuje.

RieSenie:

Ziadny vrchol nemoZe byt sti¢asne najjuznej$im aj najsevernej$im bodom kralovstva a podobne neméze byt
sucasne jeho najvychodnejsim aj najzapadnejsim bodom. Mozné pocty su tak len 0, 1, 2 a lahko sa overi, Ze
vSetky vyhovuju.

Vo vnutrozemi ostrova (ako zo zadania sutaznej tlohy) je bod, v ktorom sa stretavaju tri kralovstva a st
v iom zapichnuté prave dve vlajky. Aké vSetky kombinacie pismen sa na nich m6zu objavit?

Riesenie:

Ani jedna strana ani jedného kralovstva neleZ{ na severojuznej priamke prechadzajicej tymto bodom, Tiez
sa nemodze stat, Ze vSetky tri hranice budu na jednej strane od tejto priamky, pretoze by vzniklo nekonvexné
kralovstvo. Preto na jednej strane od nej je jedna hranica a na druhej zvy$né dve - na tejto strane bude aj

vlajka V alebo Z. V uvaZovanom bode je tak zapichnutd prave jedna z vlajok V a Z a analogicky aj prave jedna
z vlajok S a J. To ndm dava 4 moznosti, a to {S,V}, {S,Z}, {3,V}, {3, Z}.

Ukazte, Ze ak by sme v sutaznej ulohe uvazovali nekonvexné kralovstvo, mohlo by sa stat, Ze v krtinci nebude
zapichnuta ziadna vlajka.

RiesSenie:

Kazdé zo 7 kralovstiev by mohlo byt nekonvexnym mnohouholnikom tvaru akejsi ,$piraly*, ktory ma jeden
vrchol v krtinci a potom sa obtaca okolo neho. Takto by bolo moZné zaistit, Ze kazdy mnohouholnik by mal
asporn jeden svoj bod severne, juzne, vychodne aj zapadne od krtinca. To znamen4, Ze v krtinci by nebola ani
jedna vlajka.

Vo vnutri konvexného desatuholnika A; ... A, je dany bod P, ktory nelezi na Ziadnej jeho uhlopriecke. Do-
kazte, ze niektoré dve z polpriamok A4 P, ..., A1¢P pretinaju rovnaku stranu desatuholnika.

RieSenie:

Hlavna uhlopriecka A, Ag rozdeli desatuholnik na dve ¢asti a bod P leZi vo vnutri jednej z nich. Bez ujmy na
vSeobecnosti nech leZi vo vnutri Sestuholnika A; AgA;AgAgA1o- Potom 6 polpriamok A4 P, ..., AgP vstdpi do
Sestuholnika cez stranu A; A¢ a opusti tento Sestuholnik cez zvySnych 5 stran, takze aspon dve polpriam-
ky opustia Sestuholnik cez rovnaku stranu. Tieto strany su zaroven strany povodného desatuholnika, takze
niektoré dve polpriamky pretnd rovnaku stranu tohto desatuholnika.
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N1

N2

N3

D1

D2

D3

D4

Najdite vSetky rieSenia rovnice |x2 - 1| =x+1
RieSenie:
Rozoberieme dva pripady:
o Ak x? > 1, tak [x2 — 1| = x? — 1 a rie$ime rovnicu x> — x — 2 = 0, ktor(i je moZné upravit na tvar
(x + 1)(x — 2) = 0. Ziskame tak prave dva korene —1 a 2, pre oba plati x > 1.
o Akx? < 1,tak |x? — 1| = —x? + 1 arie$ime rovnicu x? + x = 0. Ziskame dal3 korei 0, pri¢om pre tento
koren naozaj plati x? < 1, a korefi —1, ktory nevyhovuje, pretoZe v tomto pripade neplati x? < 1.
P6vodna rovnica ma teda rieSenia 2, 0 a —1.
Urcte pocet rieSeni rovnice |x — 2| = ax pre redlny parameter a.
RieSenie:
e Ak x > 2,takrieSime rovnicu x — 2 = ax, ktora v pripade a = 1 nema koren a v pripade a # 1 ma prave
koren ﬁ Ma platit x > 2, Co je splnené prave v pripade 0 < a < 1.
e Ak x < 2, tak rieSime rovnicu 2 — x = ax, ktord v pripade a = —1 nema koreil a v pripade a # —1 ma
prave korent ﬁ Ma platit x < 2, ¢o je splnené prave v pripade a < —1 alebo a > 0.

Rovnica zo zadania ma teda v pripade a € (0, 1) dve rieSenia, v pripade a € [—1, 0) nema rieSenie a v ostat-
nych pripadoch m4 jedno riesenie.

Pripometite si Vietove vztahy: Nech ma kvadraticka rovnica x? + px + ¢ = 0 dva rozne reélne korene.
Vyjadrite ich sticet a sti¢in pomocou koeficientov p a g.

RieSenie:

Ak ma rovnica dva korene x; a x5, tak plati
X2+ px+q=(x—x)(x—x)=x%— (x; + x)x + x1X5.

Ztohox; +x, = —paxix, =q.
UvaZujme dve rovnice
x% + 2px + 2q% = 4,
x?—2qx +2p* =4
s redlnymi parametrami p a q. Nech prva ma dve rozne rieSenia x; a x, a druha dve rézne rieSenia x3 a x,.
Uréte vietky mozné hodnoty vyrazu x? + x5 + x5 + x7.
Riesenie:
Z Viétovych vztahov z prvej rovnice x; + x, = —2p ax;x, = 2q®> —4azdruhejx; +x, = 2qax;x, = 2p%—4.
Potom
(x2 +x2) + (22 + x2) = ((0 +x2)% — 2x122) + (3 + x4)% — 2x3%,)
=((-2p)2 - 2(2¢* —4)) + ((2q)* — 2 (2p* — 4)) = (4p? — 4q* + 8) + (4q* — 4p* + 8) = 16.
Jedind moZna hodnota je teda 16, nadobtida sa v pripadep = g = 1.
Ur¢te pocet realnych koretov rovnice x2 + 4 = a|x| v zavislosti od realneho parametra a.
RieSenie:
Uloha MO 71-B-11-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4057#page=2).
Uréte pocet realnych koretiov rovnice x - |x + 6p| = 36 v zavislosti na reAlnom parametri p.
Riesenie:
Uloha MO 71-B-I-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3924#page=3).
Urcte vSetky hodnoty redlneho parametra p také, Ze rovnica

2017 - 11— |1 - |1 —x||| =2016x +p

ma prave tri rieSenia v obore realnych cisel.
RieSenie:
Uloha MO 66-B-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2387#page=3).
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N1
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D1

D2

D3

Na obdiinikovej hracej ploche 4 X 2 st 4 Zetdny ocislované 1, 2, 3, 4 a rozmiestnené ako na obrazku vlavo.
Vjednom tahu je moZné presunut jeden Zeton z jeho policka na policko susediace stranou. Najmenej kol'ky-
mi tahmi je mozné z p6vodného rozostavenia ziskat rozostavenie na obrazku vpravo? Na jednom policku
sa m6Ze nachadzat aj viac ako jeden Zetdn.

0/0/0/0 0/0/0/©

Zet6én 1 potrebujeme posunit’ o 3 policka doprava, na ¢o st potrebné 3 tahy. Rovnako na Zet6n 4 potrebujeme
aspoti 3 tahy. Zetény 2 a 3 potrebujeme posunit’ o poli¢ko vedla, teda na kazdy z nich potrebujeme aspoti 1
tah. Dokopy teda potrebujeme aspon 3 + 1 + 1 + 3 ¢iZe 8 tahov. Tento pocet tahov mozno zjavne dosiahnut.

RieSenie:

Vyrieste predchadzajicu tlohu za predpokladu, Ze na jednom policku sa naraz nemoze nachadzat viac ako je-
den Zeton.

RieSenie:

Vodorovnych tahov potrebujeme aspoii 8 na zdklade ivah z predchadzajicej ulohy. Ak dva Zetény nevyko-
naju Ziadny zvisly tah, tak st po celd dobu v spodnom riadku, a teda ich nevieme vymenit. Preto najviac
jeden Zetdén vykona 0 zvislych tahov. Kazdy zo zvySnych Zetdnov musi vykonat zvisly tah, dokonca aspon 2,
pretoZe sa musi vratit do spodného riadku. Teda dokopy musia Zetony vykonat aspon 3 - 2 CiZe 6 zvislych
tahov, ¢o celkovo dava aspon 8 + 6 Cize 14 tahow.

Za 14 tahov vieme hlavolam vyrieSit nasledovne: Najskor Zetony 2, 3, 4 presunieme do horného riadka (3
tahy). Potom presunieme Zetén 1 tiplne doprava (3 tahy). Presunieme Zetén 2 dole a doprava (2 tahy). Zetén
3 presunieme vlavo, dole (2 tahy) a Zetén 4 vlavo, vlavo, vlavo, dole (4 tahy).

Dokazte, Ze v pripade n = 3 nemozno hlavolam zo sitaznej ulohy vyriesit na 3 tahy.

RieSenie:

KaZdy kotd¢ musime presunut asporii raz, ¢iZe pri 3 tahoch musi byt kazdy koti¢ presunuty prave raz. Preto

aspoil dva kotice musia byt vysunuté z prvej tyCe z rovnakej strany. KedZe ich uZ potom neprestivame, tak

ich musime nasunut na druht ty¢. Potom vSak nebudu na druhej ty¢i v spravnom poradi.

Vyrieste tlohu N2 vSeobecne pre hraciu plochu 2n X 2 a 2n Zeténov v spodnom riadku, pricom n je nenulové

prirodzené ¢islo.

RieSenie:

Uloha MO 72-A-I-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4205#page=3).

Uvazujme rovnaky hlavolam ako v sutaznej tilohe s dodatocnymi obmedzeniami: Koti¢e mozno vysuvat

a nasuvat len zlava a v kazdom okamihu musia byt kottice na kazdej tyCi usporiadané vzostupne podla

vel’kosti zlava doprava. Ide vlastne o hlavolam zndmy pod nadzvom hanojské veZe. V zavislosti od poctu kotu-

¢ov urcte najmensi pocet tahov nutnych na vyriesenie tohto hlavolamu.

Riesenie:

Dokazeme indukciou, Ze ak je pocet kotti¢ov n, najmensi pocet tahov na ich premiestnenie medzi l'ubovolny-

mi dvoma ty¢ami je 2" — 1:

1) Ak je pocet kotti¢ov 0, tento pocet tahov je 0 ¢ize 2° — 1.

2) Predpokladajme, Ze pre n koticov je tento pocet tahov 2™ — 1. Aby sme mohli presunit najvacsi kotuc
zo starej tyCe na novu, musi byt ako jediny na starej a zvySnych n kotticov musi byt na zvysnej tyc¢i. Na
ich presun potrebujeme podla indukéného predpokladu 2™ — 1 tahov. Po presunuti najvac¢sieho kotica
musime na novu ty¢ presunut este zvySnych n kotucov, na co opat potrebujeme podla indukéného pred-
pokladu aspoti 2" — 1 tahov. Celkovo tak treba asponi (2" —1)+1+ (2" —1) &ize 2"*1 —1 tahov. Konkrétna
postupnost tahov priamo vyplyva zo spésobu ziskania tohto odhadu.

Uvazujme modifikaciu hanojskych veZi, kde je zakdzané presuvat kotice medzi prvou a tretou tyc¢ou. Naj-
menej kol'’ko tahov potrebujeme na presun vSetkych kotucov na tretiu tyc?

Riesenie:

Dokazeme indukciou, Ze ak je pocet koticov n, najmensi pocet tahov na ich premiestnenie medzi prvou
a tretou tycCou je 3" — 1:



D4

D5

1
2)

Ak je pocet kotticov 0, tento pocet tahov je 0 ¢ize 3° — 1.

Predpokladajme, Ze pre n koticov je tento pocet tahov 3™ — 1. Aby sme mohli presuntt’ najvacsi kotaé
z prvej ty€e na tretiu, musime ho najprv presunut na druh ty¢. Predtym vSak musime zvySnych n koticov
presunut z prvej ty¢e na tretiu, na ¢o treba 3™ — 1 tahov. Aby sme mohli presuntt’ najvacsi koti¢ z druhej
tyCe na tretiu, predtym musime zvy$nych n kot¢ov presunit z tretej ty¢e na prvd, na ¢o treba 3™ — 1
tahov, a po jeho presune ich presunit z prvej tyCe na tretiu, na ¢o treba 3™ — 1 tahov. Celkovo tak treba
aspoii 3" — 1)+ 1+ (3" — 1) + 1 + (3™ — 1) ¢iZze 3™*! — 1 tahov. Konkrétna postupnost’ tahov priamo
vyplyva zo sposobu ziskania tohto odhadu.

Vkruhuje 100 mimozemstanov, kazdy z nich ma 100 tabletov. V ramci jedného tahu l'ubovolny mimozemstan
vezme niekol’ko svojich tabletov a rozdeli ich medzi ostatnych mimozemstanov (nie nutne rovnomerne a nie
nutne medzi vSetkych). Po akom najmenSom pocte tahov m6zu mimozemstania docielit, aby ziadni dvaja
z nich nemali rovnaky pocet tabletov?

RieSenie:

KMS 2018/19, 2. letné kolo, uloha 3 (https://kms.sk/ulohy/riesenia/1687/).

Na Sachovnici rozmerov 8 X 8 je na kazdom z 6smich policok v prvom rade biela dama a na kazdom z 6smich
policok v 6smom rade ¢ierna dama. V jednom tahu mézeme pohnut I'ubovolnou dadmou podla Sachovych
pravidiel na volné policko. Tieto tahy opakujeme tak, aby sa farby pohybujicich sa dam striedali. Urcte naj-
mens{ pocet tahov, po ktorom budt v prvom rade vSetky c¢ierne a v 6smom rade vSetky biele damy:.

RieSenie:
KMS 2018/19, 2. letné kolo, uloha 7 (https://kms.sk/ulohy/riesenia/1691/).

N1

N2

D1

Nech a a b su prirodzené ¢isla a p je prvocislop také, Zep | a + 6 ap | b — 3. Dokdzte, Ze p | a + 2b.

RieSenie:
KedZep |a+6ap|b—3,platip| (a+6)+2-(b—3) =a+ 2b.
Ktoré z nasledujucich dvojic ¢isel st nestidelitelné pre vSetky dvojice nestudelitelnych celych ¢isel a, b?

a) a,a+b,

b) a+ b, ab,

c) a? + b?, ab,

d) a+b,a—b,

e) a3, (a+ 1)°.

RieSenie:

a) Nech existuje prvocislo, ktoré deli a aj a+b. Potom deli aj (a+b) —a CiZe b, ¢o je spor s nesidelitelnostou
aab.Cislaaaa + b st teda nestudelitelné.

b) Nech existuje prvocislo p, ktoré deli a + b aj ab. Potom p | a alebo p | b. Bez ujmy na vSeobecnosti nech
p | a.Potomzp | a + b vyplyva, Ze p | b, Co je spor s nesudelitenostou cisel a a b.

Cisla a + b a ab st teda nestideliteIné.

c) Nech existuje prvocislo p, ktoré deli a? + b? aj ab. Potom p | a alebo p | b. Bez ujmy na vSeobecnosti
nechp | a,takze p | a®. Potomzp | a? + b? vyplyva, Ze p | b?,takZe p | b, ¢o je spor s nestdelitelnostou
Cisela a b.

Cisla a? + b? a ab su teda nesudelitelné.
d) Aka =3 ab =1, cosunesudelitelné Cisla,taka + b = 4aa — b = 2, Co su sudelitelné cisla.
e) Nech existuje prvoéislo, ktoré deli a® aj (a + 1)°. Potom deli aj a aj a + 1, takZe deli (a + 1) — a ¢iZe 1, ¢o

Dokazte, Ze pre kazdé celé ¢islo n je zlomok

je spor.
Cisla a® a (a + 1)5 st teda nestidelitelné.

21n+4 .
v zakladnom tvare.
14n+3

RieSenie:
(IMO 1959, tloha 1)

Nech existuje prvocislop také, ze p | 21n+4 astacasnep | 14n+3.Potomp | 3:(14n+3)—-2-(21n+4) =1,
o je spor.

D2 Nech a, b, ¢, n st nenulové prirodzené cisla také, Ze Cisla a, b, ¢, a + b + ¢ st po dvoch nesudelitelné a cislo
(a+b+c)la+b)(b+c)(c+a)(ab + bc + ca) je n. mocninou celého Cisla. Dokazte, Ze abc sa da zapisat



ako rozdiel dvoch n. mocnin celych cisel.
Riesenie:
Uloha MO 68-A-111-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3121#page=6).

N1

N2

D1

D2

D3

Nech p je priamka a nech body A a B leZia v rovnakej polrovine urcenej priamkou p. Najdite bod X leZiaci na
priamke p taky, Ze hodnota |AX| + |XB| je najmensia moZna.

Riesenie:

Nech B’ je bod osovo simerny s bodom B podla priamky p. Potom pre lubovolny bod X priamKky p plati
zo symetrie |[XB| = |XB’|. Z trojuholnikovej nerovnosti |AX| + |XB| = |AX|+ |XB’| = |AB’|, pri¢om rovnost
nastava prave vtedy, ked’ X leZi na AB'. Hladany bod X je teda priese¢nikom priamok AB' a p.

Nech ABCD je obdiznik a M je stred jeho strany BC. Nech G je bod vniitri trojuholnika ABD.

a) Uréte bod P strany AD taky, Ze dizka lomenej ¢iary GPM je minimélna.

b) Uréte body P strany AD a Q strany CD také, Ze dizka lomenej ¢iary GPQM je minimalna.

RieSenie:

a) Uloha sariesi podobne ako tiloha N1. Bod P je priese¢nikom GM’ s AD, pri¢om M’ je bod osovo stimerny
s M podla priamky AD.

b) Nech P je lubovolny bod AD a Q l'ubovolny bod CD. Nech M’, C’, Q' sG body simerne zdruZené postup-
ne s M, C, Q podla priamky AD. Zo symetrie plati |[PQ'| = |PQ| a |Q'M’'| = |QM]|. Dalej nech M" je
bod stimerne zdruzeny s M’ podla CD. Zo symetrie plati |Q'M'| = |Q"M"|, pretoZe Q' leZi na CD. Dizka
lomenej &iary GPQM je tak rovna dizke lomenej ¢iary GPQ'M”, ktora bude minimalna prave vtedy, ked
P a Q' budu priese¢nikmi priamKky GM" postupne so stranami AD a CD. Tym sme zostrojili hl'adany bod

P abod Q’'. Hladany bod Q je obrazom bodu Q' v osovej simernosti podla priamky AD. Z polohy bodu G
je zrejmé, ze Q' bude lezat na Gsecke C'D, a preto bod Q bude leZat' na tsecke CD.

B

Je dany uhol X0Y, ktorého vel'kost je mensia ako 45°, a bod A na polpriamke 0X. Najdite body M a N pol-
priamok postupne 0Y, 0X, pre ktoré je hodnota |[AM| + |MN| najmensi.

Riesenie:

Nech N lezi na polpriamke 0X Iubovolne. Dalej nech 0X’ je polpriamka stiimerne zdruZena s polpriamkou
0X podla priamky OY a ozna¢me N’ bod osovo simerny s N podla priamKky OY. Ozna¢me d vzdialenost bodu
A od priamky 0X'. Potom plati |AM| + [MN| = |AM| + |[MN'| = d, pricom rovnost nastane prave vtedy,
ked N' bude kolmym priemetom bodu A na polpriamku 0X' a bod M bude lezat na tGsecke AN'. KedZe
|2X0Y| < 45°, plati |2X0X'| = 2 - |«X0Y| < 90°, takZe kolmy priemet bodu A na priamku 0X' lezi na
polpriamke 0X'. Hladany bod M je preto priese¢nikom tsecky AN’ s polpriamkou OY, pricom N' je kolmy
priemet bodu A na polpriamku 0X' a hladany bod N je bod osovo simerny s bodom N’ podla priamky OY.
Nech X0OY je konvexny uhol a M jeho vnutorny bod. Najdite body A a B polpriamok 0X, resp. OY také, Ze
|0A| = |0B| ahodnota [MA| + |MB]| je najmenSia.

RieSenie:

Nech M’ je obrazom bodu M v otoceni so stredom v bode O o uhol |€X0Y| v kladnom smere. Nech A a B st
body na polpriamkach 0X, resp. OY také, Ze plati |0A| = |0B|. Potom plati |*AOM| = |&X0Y| — [*MOB| =
|[*BOM'|. Zaroven plati |OM| = |OM’|. Trojuholniky AOM a BOM' su tak zhodné podla vety sus, takze
|AM| = |BM'|. Teda |MA| + |MB| = |M'B| + |BM| = |M'M|, pricom rovnost nastava prave vtedy, ked bod
B lezina MM'. Kedze uhol MOM' je konvexny, usecka MM' pretina polpriamku OY, pri¢om tento priese¢nik
je hladanym bodom B. Hladany bod A uz lahko najdeme ako bod na polpriamke OX taky, Ze |0A| = |OB|.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Dokazte, Ze existuje bod P taky, Ze ak K, L, M obrazy l'ubovolného vnu-



torného bodu ABC v osovych simernostiach postupne podla priamok BC, CA, AB, tak P lezi v trojuholniku
KLM.

RieSenie:
Uloha MO 70-A-I11-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3576#page=8).

6 N1

N2

N3

N4

N5

N6

Platf tvrdenie sitazZnej ulohy, ak namiesto 97 je

a) 5,

b) 77

Riesenie:

Pre obe Cisla 5 i 7 tvrdenie upravenej ulohy plati. Pre ¢islo 5 tvrdenie by dokonca platilo, aj keby na tabuli
boli napisané iba 3 prirodzené ¢isla.

Nech p je prvocislo a a celé Cislo, ktoré nie je delitelné ¢islom p. Dokazte, Ze
{xa)modp: x€{1,..,.p—-1}}={1,..,p — 1}

RieSenie:

Ukazeme, Ze zobrazenie f zz {0, ...,p — 1} do {0, ..., p — 1} také, Ze f(x) = (xa) mod p, je prosté:

Nech f(x;) = f(x3), t.j. (x;a) modp = (x,a) mod p, a teda p deli x;a — x,a Cize (x; — x,)a. KedZe a nie je
delitelné p, ¢islo p deli x; — x,. A pretoze |x; — x,| < p, plati |x; — x,| = 0, t.j. x; = x,.Z toho

{(xa)modp: x €{0,..,p —1}} ={0,..,p — 1}.

A kedZe 0a mod p = 0, tvrdenie dlohy plati.

Nech p je prvocislo a a celé Cislo, ktoré nie je delitelné cislom p. Dokazte, Ze existuje prave jeden zvysSok b,
pre ktory plati (ab) modp = 1.

RieSenie:

Tvrdenie priamo vyplyva z tvrdenia tilohy N2.

Dokazte (malu) Fermatovu vetu: Nech p je prvocislo a a celé Cislo, ktoré nie je delitelné ¢islom p. Potom p
deli ¢islo aP~1 — 1.

Riesenie:
Chceme ukazat, %e plati 1 = a?~ (mod p).
Podla tlohy N2 plati (1a-2a -+ (p — 1)a) modp = (1 - -+ - (p — 1)) mod p, takze

pla-2a-~-(p-Da)=1-~-(p-1))=@-DWa? ' ~(p-D!'=@-D!(a?*~-1),

akedZe (p — 1)! nie je delitelné p, platip | a?~1 — 1.
Nech p je prvocislo a a, b, ¢ st celé &isla, pri¢om p nedeli a. Dokazte, Ze podmienka p | ax?+bx +c je splnena
najviac pre dve rézne hodnoty x z {0, ...,p — 1}.

RieSenie:
Nechp | ax?+bx+c plati pre trirézne hodnoty x z {0, ..., p—1}, ozna¢me ich x, x,, x3. Potomp | ax?+bx,+c
ap | ax? + bx, + c, takze
p | (ax? + bx; +¢) — (ax3 + bx, + ¢) = a(x; — x,) (%1 + x3) + b(x, — x3) = (x; — x3)(ax; + ax, + b).
KedZe p nedeli x; — x,, platip | ax; + ax, + b. Analogicky p | ax; + ax, + b, takZe
p | (ax; + ax, + b) — (ax; + axz + b) = a(x,; — x3).

Ale p nedeli ani a a ani z — w, ¢o je spor.

Dokazte, Ze ¢islo 220%% — 8 je delitelné 56.

Riesenie:

Mocniny 2 davaju po deleni 56 postupne zvysky 2,4, 6,16,32,8,16,32,8, 16,32, ... KedZe zvySok nasledujucej
mocniny je jednoznacne urceny zvyskom predoslej mocniny, po zvysku 8 sa bude opakovat’ uz len trojica
zvyskov 8, 16, 32. KedZe 2025 je delitelné 3 a kazda mocnina s exponentom delitelnym 3 dava zvysok 8,

plati
(22925 — 8)mod 56 = (8 — 8) mod 56 = 0 mod 56 = 0,

takZe 2202% — 8 je delitelné 56.



D1

D2

D3

D4

Nech p je neparne prvoéislo. Cislo a z {1, ...,p — 1} nazyvame kvadraticky zvysok po deleni p, ked existuje
celé ¢islo x, pre ktoré plati x2 modp = a. DokaZte, Ze v mnoZine {1, ...,p — 1} je kvadratickych zvy$kov po
deleni p rovnako vela ako ¢isel, ktoré nie si kvadratickym zvySkom po deleni p.
RieSenie:
p | x? — x2 plati prave vtedy, ked p | (x; — x,)(x; + x5), teda prave vtedy, ked p | x; — x, alebo p | x; + x;.
Z toho vyplyva, Ze medzi 12 mod p, ..., (p — 1) mod p sa vyskytne kazdy kvadraticky zvySok prave dvakrat,
raz ako x? mod p a raz ako (p — x)? mod p, pre vhodné x, kde x < p — x. Preto sa sta¢i pozerat’ len na prva
polovicu, teda na 12 mod p, ..., (pT_l)2 mod p, tieto ¢isla st navzajom rozne, takzZe kvadratickych zvyskov je
pT_l, o je prave polovica zo vSetkych nenulovych zvyskov.
Dokazte jednu Cast Wilsonovej vety: Ak p je prvocislo, takp | (p — 1! + 1.
RiesSenie:
Podla tlohy N2 existuje ku kazdému zvysku a po deleni p zvySok b taky, Ze abmodp = 1. Pritom plati
amodp = bmodp prave vtedy, ked a?> modp = abmodp,t.j.a’modp = 1, t.j.p | a®? -1, tj.p |
(a=1D(@+1).tjpla—1alebop|a+1,tj.a=1aleboa =p— 1. Toznamend, Ze v mnoZine zvyskov
{1, ...,p — 1} vieme vSetky ¢isla azna 1 a p — 1 usporiadat do dvojic, ktorych stucin dava po deleni p zvySok
1. Preto plati

(p—-D!'+Dmodp=(1-(p—-1)+1)modp =pmodp =0,
atedap | (p— D!+ 1.
Dokazte, Ze postupnost kladnych prirodzenych ¢isel (a,)n= taka, Ze ak n je prirodzené Cislo, tak

Ay € {2022a, — 1,2022a, + 1},

obsahuje nekonec¢ne vela zloZenych c¢isel.

RieSenie:

Uloha MO 71-A-II-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3921#page=4).

Urcte vSetky prirodzené Cisla, ktoré st nesidelitelné s kazdym ¢lenom postupnosti (2™ + 3™ + 6™ — 1):10:0.
Riesenie:

Uloha IMO, 2005, P4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=89#page=>5).
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