MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Navodné a dopliujuce ulohy
k aloham domacej pripravy kategorie B
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Dokazte, Ze ak zo 4 ¢isel maju kaZzdé tri rovnaky sucet, tak st vSetky rovnaké.
Pat ¢isel je napisanych po obvode kruhu tak, Ze kazdé tri susedné maju rovnaky sucet. DokaZzte, Ze vSetky su
rovnaké.
Sest’ ¢isel je napisanych po obvode kruhu tak, Ze kazdé tri susedné majt rovnaky sucet. Najviac kol'’ko najviac
z nich méze byt réznych?
Kazdej stene kocky priradime realne cislo tak, aby vSetky vrcholy kocky mali rovnaky sucet Cisel na troch
prilahlych stenach. Kol'ko zo Siestich Cisel priradenych stendm moéze byt navzajom réznych?
Nech a, b, c, d st redlne c¢isla také, ze

a+b+c+d=0

a
1 N 1 N 1 N 1 0
a b ¢ d
Zistite pocCet rovnosti spomedzi
ab = cd,
ac = bd,
ad = bc,

ktoré mozu platit sucasne.

2 Ked?Ze pracujeme v kontexte prirodzenych ¢isel, pod delitel'mi tu budeme mat na mysli kladné delitele.
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Ktoré z ¢isel 210 - 74 . 9,33 . 116, 253, 64 - 75 st druhé alebo vyssie mocniny prirodzenych ¢isel?
Urcte pocet delitelov c¢isla 90.

UkaZte, Ze ak je n Stvrtd mocnina nenulového prirodzeného ¢isla, tak sucin delitelov ¢isla n je druhd mocnina
prirodzeného ¢isla.

Dokazte, ze pocet delitelov &isla py™ - -+ - pm™, kde py, ..., P, SU prvoéisla a ay, ..., @, st nenulové prirodzené
C¢isla, je (a; +1) -+ (o, + 1).

Ktoré nenulové prirodzené ¢islo ma tu vlastnost, Ze stucin vSetkych jeho delitelov je jeho druha mocnina?
Nech p a g st prvodisla a @ a B st prirodzené &isla. Vyjadrite stéet a stéin vietkych delitelov &isla p%q#
pomocoup, q, a, .

N3ajdite podiel suctu vSetkych parnych delitelov a suctu vSetkych neparnych delitelov prirodzeného cisla
takého, Ze pocet vSetkych jeho parnych delitelov je o 3 vac¢si ako pocet vSetkych jeho neparnych delitelov.
Najdite kazdé nenulové prirodzené ¢&islo také, Ze sucin vietkych jeho delitelov je 2015,
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Pomocou prostriedkov povolenych v sutaznej dlohe zostrojte rovnobezku k priamke bodom, ktory na nej
nelezi.

Dokazte, Ze os uhla ABC trojuholnika ABC pretne jemu opisanu kruznicu v strede jej oblika s krajnymi
bodmi B a C neobsahujiceho bod A.

Dokazte, ze os vonkajSieho uhla pri vrchole A trojuholnika ABC pretne jemu opisand kruznicu v strede jej
obluka s krajnymi bodmi B a C obsahujtceho bod A.

K danej kruznici zostrojte stred iba pomocou prostriedkov povolenych v stitaznej tlohe.

Nech X a Y st rézne body. Iba pomocou prostriedkov povolenych v sitaznej ulohe zostrojte obraz bodu X
podla bodu Y.

Dana je kruznica s polomerom 1. Iba pomocou prostriedkov povolenych v stitaznej tilohe zostrojte usecku
dlzky v13.



D5

Mame pravitko bez mierky, ktoré ndm umoznuje viest dvomi danymi bodmi priamku a spravit' kolmicu
na danu priamKku v jej danom bode. Zistite, ¢i vieme tymto nastrojom zostrojit kolmicu na dand priamku
z daného bodu leziaceho mimo tejto priamky.
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DokaZte nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (tzv. A-G nerovnost) nezapornych real-
nych ¢iselaa b

+b
“2 > Vab

a urcte, kedy v nej nastava rovnost.

Urcte najmensiu moznt hodnotu vyrazu a + b, kde a a b st kladné redlne cisla také, Ze ab = 10, a zistite, pre
aké a a b sa nadobuda.

Nech K je redlne ¢islo. Uréte najmensSiu moznd hodnotu vyrazu ab, kde a a b si redlne ¢islataké, zea+b = K,
a zistite, pre aké a a b sa nadobuda.

Nech a a b su ¢isla z intervalu [1, o). Dokazte, Ze
(a2+1)(b2+1)—(a—1)2(b—-1)? =4,

a zistite, kedy nastane rovnost.

Urcte najmensiu hodnotu vyrazu
2

2
+ 1+ 2x2’

X

a najdite hodnotu x, pri ktorej ju nadobuda.
Urcte vSetky dvojice (x, y) redlnych cisel také, Ze

1 1 x y2
(x+y)(;+;)2<;+;) .

N3ajdite najmensie realne Cislo k také, Ze ak a a b st kladné realne cisla, tak

k (a® + b?) = (a + b)? + ab.
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Nech ABC je trojuholnik a P jeho vnutorny bod taky, Ze plati |<ABP| = 30°, |*PBC| = 40°, |*BCP| = 20°,
|«PCA| = 30°. Dokazte, Ze priamka AP je kolméa na priamku BC.

Nech ABC je trojuholnik a M, N, P postupne stredy jeho strdn BC, CA, AB. Dokazte, Ze ortocentrum trojuhol-
nika MNP je stred kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

Nech ABCD je lichobeznik so zakladiiami AB a CD a P je priesec¢nik jeho uhlopriecok. Nech sa ich osi preti-
najui v bode M leZiacom na jeho zakladni AB. DokaZte, Ze priamka MP je osou uhla CMD.

Nech ABCD je rovnobeznik a L stred jeho strany CD, pricom BL je os uhla ABC. Dokazte, Ze priamky AL a BL
st navzajom kolmé.

Nech ABC je trojuholnik a D je priesecnik osi uhla BAC a strany BC. Nech M je bod strany AB taky, ze MD
a AC su rovnobezné. Dokazte, ze |AM| = |DM|.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC Nech D a E st vnutorné body jeho stran AB, resp.
AC také,7ze |CD| = |CA|a|BE| = |BA|.Nech F je bod taky, Ze ABF C je rovnobeznik. Dokazte, Zze |FD| = |FE]|.
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Vyjadrite vSeobecne vzdialenost stredov dvoch réznych poli¢ok na rovnakom riadku hracej plochy a odvod'te
z vysledku, Ze to nie st raciondlne (a teda ani celé) ¢isla.

Figtirka stoji

a) na stredovom policku,

b) v pravom hornom rohu

hracej plochy. Na ktoré policka dokaze doskakat kone¢nym poctom skokov?

DokaZte, Ze na Sachovnici 8 X 8 je moZné umiestnit najviac 16 kralov tak, aby sa navzajom neohrozovali.
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Urcte najvacsi mozny pocet strelcov, ktoré mézeme spolu so 4 veZami umiestnit na Sachovnici 8 X 8 tak, aby
sa strelci navzajom neohrozovali.

AKy najvacsi pocet strelcov je mozné umiestnit na biele policka Sachovnice 8 X 8 tak, aby sa navzajom neohro-
zovali?

Na plane 7 X 7 hrame hru lode. Nachadza sa na nej jedna lod' 2 X 3. M6Zeme sa spytat na l'ubovolné poli¢ko
planu, a ak lod’ zasiahneme, hra sa konci. Ak nie, pytame sa znova. UrCte najmensi pocet otazok, ktoré potre-
bujeme, aby sme s istotou lod’ zasiahli.

Na plane 5 X 5 hrame hru lode. Lod’ je vytvorena zo 4 policok v tvare pismena L a mdze byt lubovolne
natocCena alebo preklopena. MoZeme sa spytat na l'ubovolné polic¢ko planu, a ak lod’ zasiahneme, hra sa kon¢i.
a) Navrhnite 8 policok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu zasahu lode.

b) Dokazte, Ze ziadnych 7 otazok taku istotu nedava.
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Navodné a doplnujuce alohy
k aloham domacej pripravy kategorie B

1

N1 DokaZte, Ze ak zo 4 ¢isel maju kazdé tri rovnaky sucet, tak su vSetky rovnaké.
Riesenie:
Oznacme Cisla x4, x5, X3, X4. Podla predpokladu x; + x3 + x4, = x5, + x3 + x4, takZe x; = x,.
Analogicky plati x; = x3 ax; = x4.
N2 Pét cisel je napisanych po obvode kruhu tak, Ze kazdé tri susedné maju rovnaky sucet. DokaZzte, Ze vSetky su
rovnaké.

Riesenie:
Oznacme cisla postupne xy, x5, X3, X4, X5. Potom plati
(1 + x5 +x3) + (x4 + x5 +2x1) = (X3 +x3 +x4) + (X5 + X1 + Xx3),
z Coho 2x; = 2x,, t.j. X1 = x5.
Analogicky plati x, = x3, x3 = x4, X4 = xs.
N3 Sest &isel je napisanych po obvode kruhu tak, Ze kazdé tri susedné majui rovnaky stiéet. Najviac kol'’ko najviac
z nich moZe byt réznych?
RieSenie:
Oznacme cCisla postupne x, X3, X3, X4, X5, Xg. Potom x; + x5, + x3 = x, + x3 + x4, z Coho vyplyva x; = x,.
Analogicky x, = x5 a x3 = x¢, takZe ¢isla st najvic 3 rézne.
Tuato hodnotu mézeme dosiahnut napriklad Sesticou (1, 2, 3, 1, 2, 3).
D1 KaZzdej stene kocky priradime realne Cislo tak, aby vSetky vrcholy kocky mali rovnaky stcet Cisel na troch
prilahlych stenach. Kol'ko zo Siestich Cisel priradenych stendm moéze byt navzajom réznych?
RieSenie:
Z podmienky aplikovanej na dva susedné vrcholy dostaneme, Ze na protilahlych stenach kocky su rovnaké
Cisla.
Naopak, nech na hornej a dolnej stene bude ¢islo a, na lavej a pravej b a na prednej a zadnej ¢, potom pri
kaZdom vrchole bude suceta + b + c.
Z cisel a, b, c, a teda aj z Cisel na stenach kocky, mézu byt rézne 1, 2, alebo 3.

D2 Nechq, b, ¢, d st redlne ¢isla také, ze
a+b+c+d=0

a
1 N 1 N 11 0
a b ¢ d
Zistite poCet rovnosti spomedzi
ab = cd,
ac = bd,
ad = bc,

ktoré mozu platit sticCasne.
Riesenie:
Uloha 74-A-111-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=5396).

2 Ked?Ze pracujeme v kontexte prirodzenych cisel, pod delitelmi tu budeme mat na mysli kladné delitele.
N1 Ktoré z ¢isel 210 . 74.9,33 . 116, 253, 64 - 75 st druhé alebo vy$$ie mocniny prirodzenych ¢isel?
RieSenie:
Nenulové prirodzené ¢islo je k. mocnina prave vtedy, ked’ vSetky exponenty prvocisel v jeho prvociselnom
rozklade st nasobky k.
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o Kedze 210.7%.9 =210.74.32 = (25.72.3)2 je to 2. ale nie Ziadna vy3$ia mocnina.
e 33.11%je (iba) 3. mocninou.
o Ked%e 253 = 5°,je to 6., a teda aj 2. a 3. mocnina.
o KedZ7e 32 - 125 = 25 - 53, nie je to 2. ani Ziadna vy$$ia mocnina.
Urcte pocet delitelov ¢isla 90.
RieSenie:
KedZe 90 = 21 - 32 .51 a 2, 3, 5 st prvodisla, vietky delitele 90 su:
o 20.30.50¢ize 1,
o 20.30.51¢j7e 5,
o 20.31.50¢47e 3,
o 20.31.51¢jze 15,
o 20.32.50¢i7e09,
o 20.32.5% ¢jze 45,
o 21.30.50¢47¢e 2,
o 21.309.51¢jze 10,
o 21.31.50¢ize6,
o 21.31.51¢jze 30,
o 21.32.50¢i7e 18,
o 21.32.51¢jze 90.
Jeichteda 2 -3 -2 ¢ize 12.
UkaZzte, Ze ak je n Stvrtd mocnina nenulového prirodzeného ¢isla, tak sucin delitelov ¢isla n je druhd mocnina
prirodzeného Cisla.

RieSenie:
Oznacme 1 pocet delitelov n. Rozdelenim tychto delitelov do dvojic (d,n/d) so su¢inom n = a* rovnako
ako v rie$eni sutaznej ulohy sa jediny z nich paruje sam so sebou, a to v/n = a?. Celkovy sucin je teda rovny

@ (@)7 = (@) = @)

¢o je druhd mocnina.

x v v . D v a 7 vz /, 7 . ,
Dokazte, Ze pocet delitelov &isla pi™* - -+ - pmi™, kde py, ..., P SU prvocislaa ay, ..., @, st nenulové prirodzené
Cisla, je (a; + 1) -+ (o, + 1).

RieSenie:

Prvodiselny rozklad l'ubovolného delitela nejakého cisla neobsahuje iné prvocisla ako toto ¢islo, a to s rov-
nakymi alebo nizsimi exponentmi. UrCenie tychto exponentov jednoznacne urcuje delitela a rozne vol'by
exponentov davaju rozne delitele. KedZe pri prvocisle p; mame na vyber a; + 1 exponentov, a to 0, ..., a;,
a exponenty roznych prvocisel mozZeme volit' nezavisle (t. j. mame k dispozicii vSetky kombinacie), pocet
delitelov je (a; + 1) -+ (o, + 1).

s vrs

Ktoré nenulové prirodzené ¢islo ma tu vlastnost, Ze sucin vSetkych jeho delitelov je jeho druha mocnina?
RieSenie:
Rozoberme pripady:

a a a 7 v /. s . 7 v . s
e Nechn = p;'p,*p3>m,kde py, p,, p3 st prvocisla, a4, a,, a3 st nenulové prirodzené ¢isla am je nenulové

prirodzené ¢islo.
Vsetky Cisla tvaru pyd, kde d je delitel' p52p3?, st delitele n. Z Glohy D1 vieme, Ze takychto delitelov je
(ay + D) (a3 + 1), takze v stcine vSetkych delitelov n sa p; vyskytuje s exponentom aspon (a, + 1) (az +
1)a,. Toto ¢&islo je viak aspori (1 + 1)(1 + 1)a, CiZe 4a4, aviak p; deli n? v mocnine 2a;, ¢o je menej.
Takéto n teda podmienke nevyhovuje.

e Nechn = p;*p5?, kde py, p, st prvocisla a a;, a, st nenulové prirodzené é&isla.

Vsetky ¢isla tvaru py*d, kde d je delitel p5?, st delitele n. Z ilohy D1 vieme, Ze takychto delitelov je a, +1,
takze v sucine vsetkych delitelov n sa p; vyskytuje s exponentom aspon (a, + 1)a,. KedZe vSak p; deli
n? v mocnine 2a4, plati (a, + 1a; < 2a;,t.j. a, < 1,takze a, = 1.

Analogicky a; = 1, takZe n = p;p,. V3etky delitele n st potom 1, p;, p,, p1 P2, takZe ich sticin je (p;p,)?
¢ize naozaj n?.
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Takéto n teda podmienke vyhovuje.
e Nechn = p;*, kde p, je prvoéislo a a; je prirodzené &islo.
aq(ag+1)

2a,

Jeho delitele st &isla p?, py'?, ich stiéinjep, 2 .KedZe n? = p;™, plati 21(@1+1)

= 2aq,t.ja; =0
alebo a; = 3,atedan = 1alebon = p3.
V prvom pripade je delitel jediny, a to 1, ¢o je naozaj n?. V druhom pripade su delitele prave 1, p;, p?, p3,
ich sticin je p$, ¢o je naozaj n?.
Takéto n teda podmienke vyhovuju.
Vyhovuju teda prave ¢&isla 1, p;p,, kde p; a p, st rézne prvoéisla, a p3, kde p; je prvoéislo.
Nech p a g st prvoéisla a @ a 8 su prirodzené ¢isla. Vyjadrite stcet a sucin vietkych delitelov &isla p®q¥
pomocoup, q, a, .
RieSenie:
e Sucetje
(po 4o g pﬂ-’) (qo 4ot qﬁ)'
lebo po jeho roznasobeni dostavame stiéet vietkych s¢itancov tvarup‘q’, kdei € {0, ...,a}aj € {0, ..., 8},
¢o st prave delitele &isla p®qP.
Vysledok sa da vyjadrit aj v ,bezbodkovom* tvare

pa+1_1 qB+1_1
p—1 qg-1 -

o Delitele ¢isla p*q” st prave piq/, kde i € {0,...,a}aj €{0,..., B} Pritom
(poqo . ...poqﬁ) “eee s (paqo . ...paqﬁ) = ((po)ﬁ+l . q0+"'+ﬁ) e ((pa)ﬁ+1 . q0+"'+ﬁ)
_ <(p0)ﬁ+1 L (pa)ﬁ+1) ' (q°+"'+ﬁ)a+1 _ (po o -p“)ﬁﬂ ' (q0+m+ﬁ)a+1
= (por-+a)P L (gors) 2 (p%aw“))BH : (q%B(ﬁﬂ))“”

La+1)(B+1 2 (a+1)(B+1) 2 (a+1)(B+1)
= (po)z (VB (qh)? = (peqP)? :

N3ajdite podiel suctu vSetkych parnych delitelov a suctu vSetkych neparnych delitelov prirodzeného cisla
takého, Ze pocet vSetkych jeho parnych delitelov je o 3 vac¢si ako pocet vSetkych jeho neparnych delitelov.
RieSenie:

Uloha MO 65-B-1-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1745#page=6).

Najdite kazdé nenulové prirodzené &islo také, Ze sucin vietkych jeho delitelov je 2015,

RieSenie:

Uloha MO 64-B-II-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1371).

N1

N2

D1

Pomocou prostriedkov povolenych v sutaznej dlohe zostrojte rovnobezku k priamke bodom, ktory na nej
nelezi.

Riesenie:

Oznacme tuto priamku p a tento bod X. Najprv zostrojime kolmicu g na priamku p prechadzajicu bodom X.
Potom zostrojime kolmicu na priamku q prechadzajicu bodom X. To je hladana rovnobezka.

Dokazte, Ze os uhla ABC trojuholnika ABC pretne jemu opisanu kruznicu v strede jej oblika s krajnymi
bodmi B a C neobsahujticeho bod A.

RieSenie:
Tvrdenie vyplyva priamo z vety o obvodovych uhloch.
K tejto téme odporucame napr. Studijny text https://olympiada.karlin.mff.cuni.cz/prednasky/tkadlec.pdf.

Dokazte, ze os vonkajSieho uhla pri vrchole A trojuholnika ABC pretne jemu opisand kruznicu v strede jej
obluka s krajnymi bodmi B a C obsahujuceho bod A.

RieSenie:
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D3

D4

D5

KedZe os vonkajSieho uhla je kolma na os prislusného vnatorného uhla, z Talesovej vety dostaneme, Ze prie-
secnik osi vonkajsieho uhla pri A4 pretne opisanu kruznicu v bode, ktory je spolu so stredom obltika s kraj-
nymi bodmi B a C neobsahujtceho bod A krajny bod toho istého priemeru, a je to teda (napr. zo symetrie
kruZnice) stred druhého oblika s krajnymi bodmi B a C.

K danej kruznici zostrojte stred iba pomocou prostriedkov povolenych v stitaznej tlohe.

RieSenie:

Zvolme si na kruZnici l'ubovolné dva r6zne body A a B. Bodom B ved'me kolmicu na priamku AB. Jej priesec-
nik s kruznicou podla moznosti r6zny od bodu B oznacime C. Potom AC je priemer kruznice.

Analogicky zostrojime jej iny priemer. Priesecnik tychto priemerov je potom jej hladany stred.

Nech X a Y st rozne body. Iba pomocou prostriedkov povolenych v sttaznej tlohe zostrojte obraz bodu X
podla bodu Y.

RieSenie:

Pomocou kolmic skon$truujeme obdiznik XY ZW. Hladany obraz je potom prieseénik priamky XY a rovno-
bezky s jeho uhloprieckou WY cez bod Z.

Dana je kruznica s polomerom 1. Iba pomocou prostriedkov povolenych v sitaznej tlohe zostrojte usecku
dizky V13.

RieSenie:

Podla dlohy D2 zostrojme stred S tejto kruznice.

Nech A; je lubovolny jej bod. Podla tlohy D3 zostrojme bod A, stredovo siumerny s S podla A; a bod 4;
stredovo simerny s A; podla A,. Potom |SA5| = 3.

Nech B, je priese¢nik kruznice a kolmice na priamku SA; cez bod S. Podla tilohy D3 zostrojme bod B, stre-
dovo stimerny s S podla B;. Potom |SB,| = 2.

Potom podla Pytagorovej vety

|A3B,| = [ISA;|" +1SB,|” = /3% + 22 = V13,

Mame pravitko bez mierky, ktoré ndm umozZznuje viest dvomi danymi bodmi priamku a spravit' kolmicu
na danu priamku v jej danom bode. Zistite, ¢i vieme tymto nastrojom zostrojit kolmicu na dant priamku
z daného bodu leziaceho mimo tejto priamky.

Riesenie:

KMS 2010/11, 2. zimna séria, uloha 7
(https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20102011/zim/seria2.pdf?s=2&t=zim&r=2010#page=4).

N1

N2

N3

Dokazte nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (tzv. A-G nerovnost) nezapornych real-
nych ¢iselaa b

+b
a2 > Vab

a urcte, kedy v nej nastava rovnost.

RieSenie:

Vdaka nezapornosti existuju ¢isla v/a a Vb, takze dokazovanii nerovnost je mozné ekvivalentne prepisat' na
tvar (\/_ - \/5)2 > 0. Tato nerovnost zrejme plati a rovnost v nej nastava, prave ked a = b.

Urcte najmensiu moznu hodnotu vyrazu a + b, kde a a b st kladné redlne ¢isla také, Ze ab = 10, a zistite, pre
aké a a b sa nadobuda.

RieSenie:
Z A-G nerovnosti mame a + b = 2vVab = 2v10 a rovnost nastava prave v pripade a = b = Vv10.

Nech K je redlne Cislo. Urcte najmensiu moznu hodnotu vyrazu ab, kde a a b st realne ¢isla také, zea+b = K,
a zistite, pre aké a a b sa nadobuda.

RieSenie:
Nechd =a — %,potomd = % — b.Z toho

b= K+d K d —KZ dZ>K2
w=12 2 = =
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, . . . vy ) K
Rovnost nastava prave v pripade d = 0, ¢izeked'a = b = 7

Nech a a b st ¢isla z intervalu [1, «0). DokéZte, Ze
(a?+1)(b2+1)—(a—1)*(b—-1)? = 4,

a zistite, kedy nastane rovnost.
Riesenie:
Uloha MO 59-C-II-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=320).

Urcte najmensiu hodnotu vyrazu
2

2
+ 1+ 2x2’

X
a najdite hodnotu x, pri ktorej ju nadobuda.
RieSenie:

Uloha MO 64-B-II-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1371).
Urcte vSetky dvojice (x, y) redlnych cisel také, ze

2

(L) (242
(x+y) 132\
RieSenie:

Uloha MO 63-B-I-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1008).
N3jdite najmensSie redlne Cislo k také, Ze ak a a b st kladné redlne ¢isla, tak

k (a* + b?) = (a + b)? + ab.

Riesenie:
Uloha MO 70-B-II-1b (https://skmo.sk/dokument.php?id=3604).
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Nech ABC je trojuholnik a P jeho vnutorny bod taky, Ze plati |<ABP| = 30°, |*PBC| = 40°, |*BCP| = 20°,
|«PCA| = 30°. Dokazte, Ze priamka AP je kolméa na priamku BC.

Riesenie:

Nech Q je priese¢nik priamky BP a strany AC. Potom |<BQC| = 180° — (40° + 20° + 30°) = 90°, takze BP
je priamka vysky trojuholnika ABC z bodu B.

Analogicky je CP je priamka jeho vysky z bodu C, takze P je jeho ortocentrum. Preto je aj priamka AP jeho
vyska, a teda je kolma na priamku BC.

Nech ABC je trojuholnik a M, N, P postupne stredy jeho stran BC, CA, AB. Dokazte, Ze ortocentrum trojuhol-
nika MNP je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC.

RieSenie:
Osi stran trojuholnika ABC splyvaju s vySkami v trojuholniku MNP.

Nech ABCD je lichobeznik so zakladilami AB a CD a P je priese¢nik jeho uhlopriecok. Nech sa ich osi preti-
naju v bode M leZiacom na jeho zakladni AB. Dokéazte, Ze priamka MP je osou uhla CMD.

Riesenie:
Trojuholnik BMD je rovnoramenny so zakladiiou BD, takze plati |*MDB| = |«MBD| = |&CDB|, pricom
posledna rovnost vyplyva z rovnobeznosti zakladni lichobeznika AB a CD. DP je teda os uhla CDM.

Analogicky je priamka CP je os uhla DCM. Bod P ako ich priesecnik je stredom kruznice vpisanej do troj-
uholnika CDM, a teda priamka MP je os uhla CMD.

Nech ABCD je rovnobeznik a L stred jeho strany CD, pricom BL je os uhla ABC. Dokazte, Ze priamky AL a BL
st navzajom kolmé.

RieSenie:
Uloha MO 71-C-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3929).

Nech ABC je trojuholnik a D je priesecnik osi uhla BAC a strany BC. Nech M je bod strany AB taky, ze MD
a AC su rovnobezné. Dokazte, ze |AM| = |DM|.

RiesSenie:



D4

Priamka AD je os uhla privrchole BAC, takze [€CAD| = |«MAD|. Okrem toho uhly CAD a MDA su striedavé,
pretoze si MD a AC rovnobeZné. Trojuholnik AMD je teda rovnoramenny a |AM| = |DM|.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC Nech D a E st vnutorné body jeho stran AB, resp.
ACtaké, ze |CD| = |CA|a|BE| = |BA|.Nech F je bod taky, Ze ABF C je rovnobeZznik. Dokazte, Ze |FD| = |FE]|.
RiesSenie:

Uloha MO 71-B-I-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3924).
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Vyjadrite vSeobecne vzdialenost stredov dvoch réznych policok na rovnakom riadku hracej plochy a odvod'te
z vysledku, Ze to nie su racionalne (a teda ani celé) ¢isla.

Riesenie:

St to parne nasobky dizky vy$ky v rovnostrannom trojuholniku so stranou 1, t. j. ¢isla tvaru v3k, kde k je
nenulové prirodzené ¢islo. Takéto ¢isla st vSak raciondlne.

Figtrka stoji

a) na stredovom policku,

b) v pravom hornom rohu

hracej plochy. Na ktoré policka dokaze doskakat kone¢nym poctom skokov?

RieSenie:

Policka je moZné rozdelit na tri disjunktné skupiny tak, ze stredy poli¢ok v kazdej z nich tvoria siet tvorenu
rovnostrannymi trojuholnikmi. Potom sa figtirka stojaca na l'ubovolnom policku méze opakovanymi skokmi
dostat iba na policka z tej istej skupiny.

Dokazte, Ze na Sachovnici 8 X 8 je moZné umiestnit najviac 16 kralov tak, aby sa navzajom neohrozovali.
Riesenie:

Sachovnicu rozdelime na 16 $tvorcov 2 x 2, na kazdy z nich moZeme umiestnit najviac jedného krala.

Urcte najvacsi mozny pocet strelcov, ktoré mézeme spolu so 4 veZami umiestnit na Sachovnici 8 X 8 tak, aby
sa strelci navzajom neohrozovali.

RiesSenie:
Uloha MO 69-B-I1-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3387).

AKky najvacsi pocet strelcov je mozné umiestnit na biele policka Sachovnice 88 tak, aby sa navzajom neohro-
zovali?

RieSenie:

Na Sachovnici je 7 diagonal rovnobeznych s bielou hlavnou diagonalou, na kazdii méZeme umiestnit najviac
jedného strelca.

Vyhovujlice umiestnenie 7 strelcov je napriklad také, Zze budu v po¢toch 4 a 3 v krajnych stipcoch $achovnice.

Na plane 7 X 7 hrame hru lode. Nachddza sa na nej jedna lod 2 X 3. M6Zeme sa spytat na l'ubovolné poli¢ko
planuy, a ak lod’ zasiahneme, hra sa kon¢i. Ak nie, pytame sa znova. Urcte najmensi pocet otazok, ktoré potre-
bujeme, aby sme s istotou lod’ zasiahli.

RieSenie:

Uloha MO 58-B-I-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=29#page=5).

Na plane 5 X 5 hrame hru lode. Lod’ je vytvorena zo 4 policok v tvare pismena L a mdze byt I'ubovolne
natocend alebo preklopena. M6Zeme sa spytat na l'ubovolné policko planu, a aklod’ zasiahneme, hra sa konc¢i.
a) Navrhnite 8 poli¢ok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu zasahu lode.

b) Dokazte, Ze ziadnych 7 otazok taku istotu nedava.

RieSenie:

Uloha MO 58-B-II-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=35).
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