
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2025/2026
Riešenia úloh školského kola kategórie A

1 a) Nájdite prı́klad trojice reálnych čı́sel (𝑎, 𝑏, 𝑐) takých, že platı́
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b) Určte všetky možné hodnoty výrazu
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pričom trojica (𝑎, 𝑏, 𝑐) splƵňa obe rovnosti z časti a).
(Jaromı́r Sƽ imša)

Riešenie 1:
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b) Z prvej rovnosti máme
0 = 1
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𝑏 + 1

𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎
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z čoho vyplýva
𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 0.

Z toho dostávame
𝑎𝑏
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𝑎 + 𝑐𝑎
𝑏 = −𝑏𝑐 − 𝑐𝑎

𝑐 + −𝑐𝑎 − 𝑎𝑏
𝑎 + −𝑎𝑏 − 𝑏𝑐

𝑏
= (−𝑏 − 𝑎) + (−𝑐 − 𝑏) + (−𝑎 − 𝑐) = −2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = −2.

Cƽ ı́slo −2 je preto jediná možná hodnota zadaného výrazu a dosiahneme ju naprı́klad voľbou trojice z časti
a).

Riešenie 2:

a) Ako v riešenı́ 1.
b) Rovnako ako v riešenı́ 1 odvodı́me rovnosť 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 0. Umocnenı́m tejto rovnosti dostaneme

0 = (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎)2 = 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 + 2𝑎2𝑏𝑐 + 2𝑎𝑏2𝑐 + 2𝑎𝑏𝑐2,

takže platı́
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 = −2𝑎2𝑏𝑐 − 2𝑎𝑏2𝑐 − 2𝑎𝑏𝑐2 = −2𝑎𝑏𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐).

UƵ pravou zadaného výrazu dostaneme

𝑎𝑏
𝑐 + 𝑏𝑐

𝑎 + 𝑐𝑎
𝑏 = 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2

𝑎𝑏𝑐 = −2𝑎𝑏𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
𝑎𝑏𝑐 = −2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = −2.

Poznámka:
Analýzou podmienok zo zadania sa dá ukázať, že existuje nekonečne veľa vyhovujúcich trojı́c. Tieto trojice ležia
v prieniku guľovej plochy s rovnicou 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1 a roviny s rovnicou 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1.



Poznámka:
Hoci je podané riešenie časti a) úplné, vysvetlı́me, ako prı́klad vyhovujúcej trojice nájsť. Z prvej rovnice dostá‑
vame, že vyhovujúca trojica tvaru (𝑎, 𝑎, 𝑎) neexistuje. Hľadajme preto vyhovujúcu trojicu v tvare (𝑎, 𝑏, 𝑏). Potom
prvá zadaná rovnosť má tvar

0 = 1
𝑎 + 1

𝑏 + 1
𝑐 = 1

𝑎 + 2
𝑏 ,

takže je splnená práve vtedy, keď−2𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ≠ 0. Druhá zadaná rovnosť má tvar

1 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 + (−2𝑎) + (−2𝑎) = −3𝑎,

takže platı́ 𝑎 = −1
3 , čomu zodpovedá 𝑏 = 𝑐 = 2

3 .
Pokyny:
V riešeniach časti a) udeľte body takto:
A1. Uvedenie správnej trojice (aj bez overenia podmienok): 2 body.
A2. Správnymyšlienkový postup, ktorý však vedie k nesprávnemu výsledku z dôvodu numerickej chyby: 1 bod.
Celkovo za časť a) dajte maximum z bodov za A1 a A2.
V riešeniach časti b) udeľte body nasledovne:
B1. UƵ plné riešenie: 4 body.
B2. Odvodenie 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 0 z 1

𝑎 +
1
𝑏 +

1
𝑐 = 0: 1 bod.

B3. Odvodenie aspoň jednej rovnosti tvaru 𝑎𝑏
𝑐 = −𝑎 − 𝑏: 2 body.

B4. Uvedenie odpovede−2 bez zdôvodnenia: 1 bod.
Celkovo za časť b) dajte maximum z bodov za B1, B2, B3, B4.

2 Rozhodnite, či jemožné z ľubovoľných troch nenulových prirodzených čı́sel, z ktorých každémámedzi čı́slami1,
2, 3, 4, 5, 6 aspoň štyri delitele, vybrať dve, ktorých súčet má medzi čı́slami 1, 2, 3, 4, 5, 6 tiež aspoň štyri delitele.

(Dominik Martin Rigász)
Riešenie 1:
Množinu {1, 2, 3, 4, 5, 6} označme𝑀.
Nech 𝑛 je ľubovoľné čı́slo, ktoré má medzi čı́slami z množiny 𝑀 aspoň štyri delitele. Jeden z nich je zrejme 1,
potrebuje teda ešte aspoň tri.
Ak by 𝑛 nebolo deliteľné čı́slom 2, tak by nemohlo byť deliteľné ani čı́slami 4 a 6. V tomto prı́pade by jeho
jedinými možnými deliteľmi z množiny𝑀 boli čı́sla 1, 3, 5, čo je málo. Cƽ ı́slo 𝑛 je teda deliteľné aj čı́slom 2.
Okrem 1 a 2má 𝑛 ešte aspoň dva iné delitele z množiny𝑀. Rozoberieme prı́pady:
• Nech 3 je deliteľ 𝑛.
Keďže aj 2 je deliteľ 𝑛, aj 6 je deliteľ 𝑛. Z toho vyplýva, že 𝑛má v množine𝑀 aspoň štyri delitele, a to 1, 2, 3,
6.

• Nech 3 nie je deliteľ 𝑛. Potom ani 6 nie je deliteľ 𝑛. Zostávajúce možné delitele z množiny𝑀 sú 4 a 5. Keďže
𝑛 má aspoň štyri delitele z množiny 𝑀, je nimi deliteľné. V tomto prı́pade má 𝑛 z množiny 𝑀 presne štyri
delitele, a to 1, 2, 4, 5.

To znamená, že každé čı́slo, ktoré má medzi čı́slami z množiny𝑀 aspoň štyri delitele, je deliteľné čı́slami 1, 2, 3,
6 alebo čı́slami 1, 2, 4, 5.
Podľa Dirichletovho princı́pu teda medzi troma takýmito čı́slami existujú aspoň dve, ktoré majú delitele 1, 2,
3, 6, alebo aspoň dve, ktoré majú delitele 1, 2, 4, 5. Potom je však súčet takýchto dvoch čı́sel deliteľný každým
čı́slom z prı́slušnej štvorice.
Riešenie 2:
Ukážeme, že každé nenulové prirodzené čı́slo má medzi čı́slami 1, 2, 3, 4, 5, 6 aspoň štyri delitele práve vtedy,
keď je deliteľné čı́slom 6 alebo čı́slom 20:
← Ak 6 | 𝑛, tak čı́sla 1, 2, 3, 6 delia 𝑛, a ak 20 | 𝑛, tak 1, 2, 4, 5 delia 𝑛.
→ Naopak, nech 𝑛má medzi čı́slami 1, 2, 3, 4, 5, 6 aspoň štyri delitele.

Ak 6 nedelı́ 𝑛, tak aspoň jedno z čı́sel 2 a 3 nedelı́ 𝑛. Ak 2 nedelı́ 𝑛, tak ani 4 nedelı́ 𝑛. Zostávajú možné delitele
1, 3, 5, čo je málo. Preto 2 delı́ 𝑛. Keďže 6 nedelı́ 𝑛, ani 3 nedelı́ 𝑛. Cƽ ı́slo 𝑛 je teda deliteľné čı́slami 1, 2, 4, 5,
takže je deliteľné 20.



Podľa Dirichletovho princı́pu teda medzi tromi čı́slami, z ktorých každé má medzi čı́slami 1, 2, 3, 4, 5, 6 aspoň
štyri delitele, sú aspoň dve deliteľné čı́slom6 alebo aspoň dve čı́sla deliteľné čı́slom20. Preto je aj jeden zo súčtov
týchto čı́sel deliteľný čı́slom 6 alebo 20, takže má medzi čı́slami 1, 2, 3, 4, 5, 6 aspoň štyri delitele.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné body z vyššie popı́saných postupov takto:
A1. Pozorovanie, že každé z uvažovaných čı́sel je deliteľné čı́slom 2: 1 bod
A2. Dôkaz, že uvažované čı́slo má delitele 1, 2, 3, 6 (t. j.je deliteľné 6) alebo delitele 1, 2, 4, 5 (t. j. je deliteľné

20): 4 body
B. Dokončenie riešenia za predpokladu A2: 2 body

Celkovo za neúplné riešenia udeľte súčet počtov bodov za B a maxima z počtov bodov za A1 a A2.

3 V tetivovom štvoruholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷 označme 𝑃 priesečnı́k uhlopriečok. Dƽ alej označme 𝐻 priesečnı́k výšok troj‑
uholnı́ka 𝐴𝑃𝐵. Predpokladajme, že platı́ |𝐴𝑃| + |𝑃𝐵| = |𝐴𝐷| + |𝐵𝐶|. Dokážte, že |𝐻𝐶| = |𝐻𝐷|.

(Josef Tkadlec, Michal Janı́k)
Riešenie:
Ukážeme, že platı́ |𝐴𝑃| = |𝐴𝐷| a |𝐵𝑃| = |𝐵𝐶|. Keďže štvoruholnı́k𝐴𝐵𝐶𝐷 je tetivový, z vety o obvodových uhloch
nad tetivou 𝐴𝐵 dostávame |∢𝐴𝐷𝐵| = |∢𝐴𝐶𝐵|. Zároveň platı́ |∢𝐴𝑃𝐷| = |∢𝐵𝑃𝐶|, takže trojuholnı́ky 𝐴𝑃𝐷 a 𝐵𝑃𝐶
sú podľa vety uu podobné. Existuje teda konštanta 𝑘 taká, že |𝑃𝐵| = 𝑘 ⋅ |𝐴𝑃| a |𝐵𝐶| = 𝑘 ⋅ |𝐴𝐷|. Z predpokladu
máme

|𝐴𝑃| + |𝑃𝐵| = |𝐴𝐷| + |𝐵𝐶| ,
|𝐴𝑃| + 𝑘 ⋅ |𝐴𝑃| = |𝐴𝐷| + 𝑘 ⋅ |𝐴𝐷| ,
(1 + 𝑘) ⋅ |𝐴𝑃| = (1 + 𝑘) ⋅ |𝐴𝐷| ,

|𝐴𝑃| = |𝐴𝐷| .
Z rovnosti |𝐴𝑃| + |𝑃𝐵| = |𝐴𝐷| + |𝐵𝐶| potom dostávame |𝑃𝐵| = |𝐵𝐶|, takže trojuholnı́ky 𝐴𝑃𝐷 a 𝐵𝑃𝐶 sú rovno‑
ramenné so základňami postupne 𝑃𝐷, resp. 𝑃𝐶.
Os základne 𝑃𝐷 trojuholnı́ka 𝐴𝑃𝐷 preto splýva s výškou na stranu 𝑃𝐵 v trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝑃. Z tohomáme, že bod
𝐻 ležı́ na osi úsečky 𝑃𝐷, a preto |𝐻𝐷| = |𝐻𝑃|. Analogicky |𝐻𝐶| = |𝐻𝑃|, takže |𝐻𝐶| = |𝐻𝑃| = |𝐻𝐷|.
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Poznámka:
Keďže𝐻 ležı́ na osiach uhlov𝐷𝐴𝐶 a𝐷𝐵𝐶, je to stred oblúka s krajnými bodmi 𝐶 a𝐷 kružnice opı́sanej štvoruhol‑
nı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷 neobsahujúceho 𝐴 a 𝐵. Z toho podľa vety o obvodových uhloch vyplýva rovnosť |𝐻𝐶| = |𝐻𝐷|.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné body z vyššie popı́saných postupov takto:
A1. Uvedenie, že trojuholnı́ky 𝐴𝑃𝐷 a 𝐵𝑃𝐶 sú podobné: 1 bod
A2. Dôkaz, že aspoň jeden z trojuholnı́kov 𝐴𝑃𝐷 a 𝐵𝑃𝐶 je rovnoramenný: 3 body
B1. Dôkaz rovnosti |𝐻𝐶| = |𝐻𝑃| alebo |𝐻𝐷| = |𝐻𝑃| za predpokladu rovnoramennosti trojuholnı́kov 𝐴𝑃𝐷

a 𝐵𝑃𝐶: 2 body
B2. Dôkaz, že 𝐻 je stred oblúka 𝐶𝐷 kružnice opı́sanej štvoruholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷 neobsahujúceho 𝐴 a 𝐵 za predpo‑

kladu rovnoramennosti trojuholnı́kov 𝐴𝑃𝐷 a 𝐵𝑃𝐶: 2 body
Celkovo za neúplné riešenia udeľte súčet maxima z počtov bodov za A1 a za A2 a maxima z počtov bodov za B1
a za B2.
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