MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

RieSenia uloh Skolského kola kategorie A

1 a) N3jdite priklad trojice redlnych ¢isel (a, b, ¢) takych, Ze plati
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a+b+c=1.

b) Urcte vSetky mozné hodnoty vyrazu
ab bc ca

c a b’
pri¢om trojica (a, b, ¢) spliia obe rovnosti z ¢asti a).
(Jaromir Simsa)
RieSenie 1:

a) Vyhovuje napriklad trojica (—%, %, g), kedZe
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b) Z prvej rovnosti mame
1 1 1 ab+bc+ca
0=—-+-—F+-=——"——,
a b ¢ abc
z ¢oho vyplyva
ab + bc + ca = 0.
Z toho dostavame
ab bc ca —-bc—ca —-ca—ab —ab-bc
- - - = +
c a b c a b

=(-b-a)+(—c—b)+(—a—c)=-2(a+b+c)=-2.
Cislo —2 je preto jedind mozna hodnota zadaného vyrazu a dosiahneme ju napriklad vol'bou trojice z ¢asti
a).
RieSenie 2:
a) Ako vrieSeni 1.
b) Rovnako ako v rieSeni 1 odvodime rovnost ab + bc + ca = 0. Umocnenim tejto rovnosti dostaneme

0 = (ab + bc + ca)? = a?b? + b%c? + c%?a? + 2a%bc + 2ab?c + 2abc?,

takZe plati
a?b? + b?c? + c%a? = —2a?bc — 2ab*c — 2abc? = —2abc(a + b + ).

Upravou zadaného vyrazu dostaneme

ab bc ca a?b?+b%c? +c%a? —2abc(a+b+c)
—_— — 4+ — = = =-2(a+b+c)=-2
c a b abc abc

Poznamka:

Analyzou podmienok zo zadania sa da ukazat, Ze existuje nekonecne vela vyhovujucich trojic. Tieto trojice leZia
v prieniku gulovej plochy s rovnicou a? + b2 + ¢? = 1 aroviny s rovnicoua + b + ¢ = 1.



Poznamka:

Hoci je podané rieSenie Casti a) Uplné, vysvetlime, ako priklad vyhovujtcej trojice najst. Z prvej rovnice dosta-
vame, Ze vyhovujuca trojica tvaru (a, a, a) neexistuje. Hladajme preto vyhovujucu trojicu v tvare (a, b, b). Potom
prva zadana rovnost ma tvar

+ -+ + -,
b ¢ a b
takZe je splnena prave vtedy, ked —2a = b = ¢ # 0. Druha zadana rovnost ma tvar
l=a+b+c=a+(-2a)+ (-2a) =—-3q,

takze platia = —g, ¢omu zodpoveda b = ¢ = %
Pokyny:
V rieSeniach Casti a) udelte body takto:

A1l. Uvedenie spravnej trojice (aj bez overenia podmienok): 2 body.

A2. Spravny mysSlienkovy postup, ktory vSak vedie k nespravnemu vysledku z dévodu numerickej chyby: 1 bod.

Celkovo za Cast a) dajte maximum z bodov za Al a A2.

V rieSeniach casti b) udelte body nasledovne:
B1. Uplné riesenie: 4 body.
B2. Odvodenie ab + bc + ca = Oz§+ % +% = 0: 1 bod.
B3. Odvodenie aspon jednej rovnosti tvaru % = —a — b: 2 body.
B4. Uvedenie odpovede —2 bez zd6vodnenia: 1 bod.

Celkovo za Cast b) dajte maximum z bodov za B1, B2, B3, B4.

Rozhodnite, ¢i je mozné z I'ubovolnych troch nenulovych prirodzenych cisel, z ktorych kazdé ma medzi ¢islami 1,
2,3,4,5, 6 aspon styri delitele, vybrat dve, ktorych sticet ma medzi ¢islami 1, 2, 3, 4, 5, 6 tieZ aspon Styri delitele.

(Dominik Martin Rigész)
RieSenie 1:
Mnozinu {1, 2, 3, 4, 5, 6} ozna¢me M.

Nech n je lubovolné cislo, ktoré ma medzi ¢islami z mnoziny M aspon Styri delitele. Jeden z nich je zrejme 1,
potrebuje teda eSte asponi tri.

Ak by n nebolo delitelné ¢islom 2, tak by nemohlo byt delitelné anivéislami 4 a 6. V tomto pripade by jeho
jedinymi mozZnymi delitelmi z mnoZiny M boli ¢isla 1, 3, 5, ¢o je malo. Cislo n je teda delitelné aj ¢islom 2.
Okrem 1 a 2 ma n eSte aspon dva iné delitele z mnoziny M. Rozoberieme pripady:

e Nech 3 je delitel n.

KedZe aj 2 je delitel n, aj 6 je delitel n. Z toho vyplyva, Ze n ma v mnozine M aspon Styri delitele, a to 1, 2, 3,
6.
e Nech 3 nie je delitel n. Potom ani 6 nie je delitel n. Zostavajice mozné delitele z mnoziny M su 4 a 5. Kedze
n ma aspon Styri delitele z mnoziny M, je nimi delitelné. V tomto pripade ma n z mnoziny M presne Styri
delitele,ato 1, 2, 4, 5.
To znamen3, Ze kaZdé ¢islo, ktoré ma medzi ¢islami z mnoZiny M aspori Styri delitele, je delitelné ¢islami 1, 2, 3,
6 alebo ¢islami 1, 2, 4, 5.
Podla Dirichletovho principu teda medzi troma takymito ¢islami existuji asponi dve, ktoré maju delitele 1, 2,
3, 6, alebo asponi dve, ktoré maju delitele 1, 2, 4, 5. Potom je vSak sucet takychto dvoch cisel delitelny kazdym
Cislom z prislusnej Stvorice.
RieSenie 2:
UkaZeme, Ze kazdé nenulové prirodzené ¢islo ma medzi ¢islami 1, 2, 3, 4, 5, 6 asponl Styri delitele prave vtedy,
ked’ je delitelné ¢islom 6 alebo ¢islom 20:
« Ak 6 | n,takcisla 1,2, 3, 6 delian,aak 20 | n,tak 1, 2, 4, 5 delia n.
— Naopak, nech n ma medzi ¢islami 1, 2, 3, 4, 5, 6 aspon Styri delitele.

Ak 6 nedeli n, tak aspori jedno z ¢isel 2 a 3 nedeli n. Ak 2 nedeli n, tak ani 4 nedeli n. Zostavaji mozné delitele

1, 3, 5, ¢o je malo. Preto 2 deli n. KedZe 6 nedeli n, ani 3 nedeli n. Cislo n je teda delitelné ¢islami 1, 2, 4, 5,
takZe je delitelné 20.



Podla Dirichletovho principu teda medzi tromi ¢islami, z ktorych kazdé ma medzi ¢islami 1, 2, 3, 4, 5, 6 aspon
Styri delitele, st aspon dve delitelné ¢islom 6 alebo aspori dve Cisla delitelné ¢islom 20. Preto je aj jeden zo stictov
tychto cisel delitelny ¢islom 6 alebo 20, takZze ma medzi ¢islami 1, 2, 3, 4, 5, 6 aspon Styri delitele.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné body z vysSie popisanych postupov takto:
Al. Pozorovanie, Ze kazdé z uvazovanych cisel je delitelné ¢islom 2: 1 bod
A2. Dokaz, Ze uvazované cislo ma delitele 1, 2, 3, 6 (t. j.je delitelné 6) alebo delitele 1, 2, 4, 5 (t. j. je delitelné
20): 4 body
B. Dokoncenie rieSenia za predpokladu A2: 2 body

Celkovo za netplné rieSenia udel'te stucet poctov bodov za B a maxima z poc¢tov bodov za A1 a A2.

V tetivovom $tvoruholniku ABCD oznaéme P priese¢nik uhlopriecok. Dalej oznaéme H priese¢nik vysok troj-
uholnika APB. Predpokladajme, Ze plati |AP| + |PB| = |AD| + |BC|. Dokéazte, Zze |HC| = |HD|.

(Josef Tkadlec, Michal Janik)
RieSenie:
UkaZzeme, Ze plati |AP| = |AD| a |BP| = |BC|.KedZe $tvoruholnik ABCD je tetivovy, z vety o obvodovych uhloch
nad tetivou AB dostavame |XADB| = |&ACB]|. Zaroven plati |*APD| = |&BPC]|, takZe trojuholniky APD a BPC
st podla vety uu podobné. Existuje teda kon$tanta k taka, ze |PB| = k - |AP| a |BC| = k - |AD|. Z predpokladu
mame

|AP| + |PB| = |AD| + |BC]|,
|AP| + k - |AP| = |AD| + k - |AD]|,
(1+k)-|AP|=(1+k)-|AD|,
|AP| = |AD|.

Zrovnosti |AP| + |PB| = |AD| + |BC| potom dostavame |PB| = |BC|, takZe trojuholniky APD a BPC st rovno-
ramenné so zakladniami postupne PD, resp. PC.

Os zakladne PD trojuholnika APD preto splyva s vySkou na stranu PB v trojuholniku ABP. Z toho mame, Ze bod
H lezi na osi Gse¢ky PD, a preto |HD| = |HP|. Analogicky |HC| = |HP|, takze |HC| = |[HP| = |HD|.

Poznamka:

KedZe H lezi na osiach uhlov DAC a DBC, je to stred obluka s krajnymi bodmi C a D kruznice opisanej Stvoruhol-
niku ABCD neobsahujiceho A a B. Z toho podla vety o obvodovych uhloch vyplyva rovnost |HC| = |HD|.
Pokyny:

V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné body z vysSie popisanych postupov takto:

A1l. Uvedenie, Ze trojuholniky APD a BPC st podobné: 1 bod

A2. Dokaz, Ze aspon jeden z trojuholnikov APD a BPC je rovnoramenny: 3 body

B1. Dokaz rovnosti |[HC| = |HP| alebo |HD| = |HP| za predpokladu rovnoramennosti trojuholnikov APD
aBPC: 2 body

B2. Dokaz, Ze H je stred oblika CD kruZnice opisanej Stvoruholniku ABCD neobsahujiceho A a B za predpo-
kladu rovnoramennosti trojuholnikov APD a BPC: 2 body

Celkovo za netplné rieSenia udel'te sicet maxima z poc¢tov bodov za Al a za A2 a maxima z poctov bodov za B1
azaB2.
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