MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Navodné a doplnujuce ulohy
k uloham domacej pripravy kategorie Z9

1 V rohovych polickach tabul'ky 3 X 3 st napisané c¢isla tak, ako na obrazku:

3 6

12 15

Do prazdnych poli¢ok dopliite nenulové prirodzené &isla tak, aby sucin ¢isel v kazdom riadku a kazdom stipci
bol rovnaky. Najdite v§etky moZnosti.

N1

N2

N3

D1

(Jaroslav Zhouf)

V nasledujucej tabul'ke st a, b, ¢ také kladné celé ¢isla, Ze hodnoty v susednych polickach sa rovnaju. Najdite

rieSenia s troma najmensimi hodnotami a.

Cisla vo v$etkych poli¢kach sa rovnaju. PretozZe &isla 5, 7, 8 st navzajom nestidelitelné, vieobecné riesenie je
vtvare (7-8-k,5-8-k,5-7 k), kde k je nenulové prirodzené ¢islo. RieSenia s tromi najmensimi hodnotami
a su (56,40, 35), (112,80,70), (168,120, 105).

Vnasledujucej tabul'ke st a, b, ¢ také nenulové prirodzené ¢isla, Ze hodnoty v susednych polickach sa rovnaju.
N3jdite rieSenia s troma najmensimi hodnotami a.

RieSenie:

20a|21b|12c

RieSenie:

Cisla vo vSetkych poli¢kach sa rovnaju. Plati 20 = 4 - 5,21 = 3- 7,12 = 4 - 3, takZe v§eobecné rie§enie ma
tvar (3-7-k,4-5-k,5-7-k0, kde k je nenulové prirodzené ¢islo. RieSenia s tromi najmensimi hodnotami
asu (21,20,35), (42,40,70), (63,60,105).

Pre kladné parne Cislaa, b, c plati,Zea-b = b-cacisloa - b - ¢ je dvojciferné a vacsie nez 75. Aky moZe byt
sucet tychto troch ¢isel?

Riesenie:

Cislaa, b, ¢ st parne, teda a - b - ¢ je nasobok 8 a jeho mozné hodnoty si 80, 88 a 96. Pretozea - b = b - c,
plati a = c. Hladané trojice su (2, 20, 2), (2,22, 2), (2,24, 2), (4, 6,4), ich sucty su postupne 24, 26, 28, 14.
ObdiZnik je tromi ﬁseé’kami rozdeleny na tri $tvorce a tri mensie nestvorcové obdizniky. Vietky ¢iastkové
pravouholniky maju dlzky vsetkych stran vyjadrené v cm prirodzenymi ¢islami. Obsah jedného z malych
obdlznikov je 14 cm?. Aky moZe byt obsah daného obdiznika?

RieSenie:

Typovo rozne rozdelenia si naznacené na tychto obrazkoch.

aaa aa b

V oboch pripadoch st malé obdiZniky navzajom zhodné. Ak su strany obdiznikov a cm a b cm, ich obsah
vcm? je ab, takze ab = 14, a teda

(a,b) € {(1,14),(2,7),(7,2),(14,1)},

teda mame $tyri mozné dvojice a a b. Pre prvy typ rozdelenia je obsah daného obdiznika 3a(a + b) cm?, ¢o
po dosadeni ddva postupne hodnoty 45 cm?, 630 cm?, 54 cm?, 189 cm?. Pre druhy typ rozdelenia je obsah



daného obdiznika (2a + b)(a + b) cm?, ¢o po dosadeni dava postupne hodnoty 240 cm?, 435 cm?, 99 cm?,
144 cm?,
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Utvar na obréazku je vytvoreny z piatich zhodnych azirovych koso$tvorcov a jedného ZItého pravidelného pat-
uholnika, ktory kososStvorce ¢iasto¢ne prekryva. KosoStvorce susedia celymi stranami a na tychto stranach lezia
vrcholy patuholnika. Pomer dlZzky polomeru kruZnice opisanej patuholniku a dlzky strany kosostvorca je 4 : 7.

Rozhodnite, ¢i neprekryta cast kazdého kosostvorca ma vacsi, rovnaky alebo mensi obsah ako patuholnik.
(Méria Doményova)
N1 Nech ABC je trojuholnik. Na strane BC stibody K a L také, Zze |BK| = |KL| = |LC|. Nastrane AC sibody M a N
také, ze |AM| = [MN| = |[NC|. Urcite postupny pomer obsahov lichobeznikov ABKM a MKLN atrojuholnika
NLC.
RieSenie:
Trojuholnik ABC mozno priamkami rovnobeZznymi so stranami rozdelit na 9 trojuholnikov zhodnych s troj-

uholnikom s NLC. Lichobeznik ABK M je tvoreny 5 takymito trojuholnikmi, lichobeznik MKLN je tvoreny 3.
Plati teda S(ABKM) : S(MKLN) : S(NLC) =5:3: 1.
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N2 Dva zhodné pravouhlé lichobezniky ABCD a FECG sa prekryvaju v trojuholniku EBC. Obsah trojuholnika
EBC tvori 18 % obsahu lichobeZnika ABCD. Uréte pomer diZok tsediek AB a CD.

D 9 G

RieSenie:

Dopliime body H a I tak, aby AHCD a ABID boli obd{Zniky. Trojuholniky EHC, BHC, CIB st navzajom
zhodné, obsah kazdého z nich predstavuje 9 % obsahu lichobeZnika ABCD. Obsah obdi#nika AHCD, resp.
ABID predstavuje 91 %, resp. 109 % obsahu lichobeznika ABCD. Pomer diZok tise¢iek AB a CD je rovnaky
ako pomer obsahov obdlznikov ABID a AHCD, t.j. 109 : 91.

D

A

N3 Na stranach AB, BC, CD, DA koso$tvorca ABCD st postupne body E, F, G, H také, ze plati |AE| : |EB| =
|CG|:|GD|=1:4a|BF|:|FC|=|DH|:|HA| = 3:2.Bod P je priese¢nik priamok EG a HF. Uréte pomer
obsahov $tvoruholnikov AEPH a EBFP.

RieSenie:

Kosostvorec je stredovo simerny podla priesec¢nika uhlopriecok a rovnako su sumerné dvojice bodov E a G,
resp. F a H. Teda bod P je priese¢nik uhlopriecok kosoStvorca. Kazdy zo Stvoruholnikov AEPH a EBFP je
uhloprieckami rozdeleny na dva trojuholniky. VSetky Styri trojuholniky maju spolo¢ny vrchol P a rovnako
dlhé vysky z tohto vrchola. Preto st ich obsahy imerné dizkam stran oproti vrcholu P a plati:

S(AEPH) _ S(AEP)+S(AHP) _ |AE|+|AH| _
S(EBFP) =~ S(BEP) +S(BFP)  |BE|+ |BF|
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D1 Je dany lichobeznik ABCD so zakladiiami AB a CD diZok 12 cm, resp. 4 cm a vy$kou 6 cm. Na ramenéach AD,
BC lezia body E, F také, Ze lichobezniky ABFE a EF CD maji rovnaky obsah. Vypocitajte dlzku usecky EF.

RieSenie:
Nech G je priese¢nik prediZenych ramien lichobeznika. Trojuholniky DCG, EF G a ABG stinavzijom podobné.
Koeficient podobnosti pre dvojicu DCG a ABG je 3, koeficient podobnosti pre dvojicu DCG a EFG ozna¢me
k. Plati

S(ABFE) = (9 — k?) - S(DCG),

S(EFGH) = (k* —1) - S(DCG).
Z rovnosti obsahov dostdvame 9—k2 = k2—1, odkial k% = 5,atedak = v/5.Potom |EF| = k-|CD| = 4v/5 cm,
¢o je pribliZzne 8,9 cm.

(Vyska lichobeznika ABCD ani vel'kosti zakladni nie st podstatné, pri rieSeni sa pouZil iba pomer |AB| :
ICDI.)
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3 Na tabuli je napisanych niekol'’ko po sebe nasledujtcich prirodzenych ¢isel poc¢ntic ¢islom 1. Kazdé z tychto cisel
ma bud’ azurovy, alebo zlta farbu. Sucet kazdych dvoch réznofarebnych cisel je prvocislo, sucet kazdych dvoch
Cisel rovnakej farby je zloZené Cislo.

Najviac kol'’ko ¢isel mo6Ze byt napisanych na tabuli?

(Patrik Bak)
N1 Pomocou metddy Eratostenovho sita najdite vSetky prvocisla mensie ako 100.
(Popis tohto algoritmu je napriklad na https://sk.wikipedia.org/wiki/Eratostenovo_sito.)
RieSenie:
Vsetky prvocisla mensie ako 100su 2, 3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,47, 53,59, 61, 67, 71, 73,
79, 83, 89, 97.

N2 Zafarbite ¢isla 1, 2, 3 podla pravidiel v sutaznej dlohe.

RieSenie:
Cisla 1 a 3 musia mat’ rovnaka farbu, ¢islo 2 int.

N3 N4jdite vSetky dvojice nenulovych prirodzenych ¢isel mensich ako 6, ktorych stucty sa zloZené ¢isla.
Riesenie:

Riesenia zodpovedaju s¢itancom vo vyrazoch: 4 = 1+3 =2+2,6 = 1+5=2+4 =3+3,8 =345 =444,
9=4+5,10=5+5.

D1 Fibonacciho postupnost zacina ¢islami 0 a 1, a kazdy dalsi ¢len je sucet predchadzajucich dvoch cisel. (Nie-
kol'’ko prvych ¢lenov teda vyzera takto: 0, 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21.) Dokazte, Ze ¢islo na 10000. mieste je zloZené.
RieSenie:

V postupnosti sa strieda jedno parne a dve nepdarne ¢isla (stiCet parneho a neparneho ¢isla je neparne a sucet

dvoch neparnych cisel je parne). KedZe ¢islo 10000 dava po deleni 3 zvysSok 1, na 10000. mieste postupnosti
je parne Cislo. Parne cisla vacsie ako 2 su zlozZené, takZe je zloZené aj nase cislo.

4 Nenulové prirodzené ¢islo nazveme kvadrdtové, ak jeho zapis obsahuje cifru alebo skupinu po sebe iducich cifier,
ktoré su zapisom druhej mocniny nenulového prirodzeného ¢isla. (Napr. ¢isla 257 a 725 st kvadratové, ¢isla 275
a 572 nie.)

Urcte pocet vSetkych dvojcifernych kvadratovych cisel.

(Monika Dillingerova)
N1 Najdite

* najmensie trojciferné kvadratové cislo;



N2

N3

D1

¢ 101. trojciferné kvadratové cislo;
¢ 130. trojciferné kvadratové ¢islo.
RieSenie:
Vietky ¢&isla od 100 do 199 st kvadratové, nasledujice je 201. Teda prvé je 100 a stoprvé je 201. Dalej treba
pozorne vypisovat, stotridsiate je 248.
Kol’ko trojcifernych kvadratovych ¢isel zacina cifrou 7 a obsahuje cifru 5?
RieSenie:
Cisla 5 a 7 nie sti druhé mocniny. Ziadne dvojciferné &islo, ktoré je druha mocnina, sa nezaé¢ina na 7 a jediné
dvojciferné Cislo, ktoré je druha mocnina a obsahuje 5, je 25. Trojciferné ¢isla, ktoré si druhé mocniny a za-

¢inaju sa na 7, si 729 a 784. Tieto cisla vSak cifru 5 neobsahuju. Vyhovujucich ¢isel je 7, a to 725, 751, 715,
754,745, 759, 795.

Najdite desat najmensich ¢isel, ktoré obsahuju cifru 3, ale nie je delitelné 3.

RieSenie:

Suto to ¢isla 13, 23, 31, 32, 34, 35, 37, 38,43, 53.

Kol'ko existuje trojcifernych ¢isel, ktorych zapis obsahuje prave dve cifry predstavujice jednociferné zloZené
¢islo?

Riesenie:

Jednociferné zlozené cCisla su Styri: 4, 6, 8, 9. Na dvoch z troch miest su tieto cifry a na zostavajicom mieste
je iné cifra. Ak je tato cifra na prvom mieste, neméZze to byt 0, mame teda 5 - 4 - 4 ¢ize 80 mozZnosti. Ak je na

druhom alebo tretom mieste, mdme v oboch pripadoch 4-6-4 ¢iZe 96 moznosti. Trojcifernych superzloZenych
Cisel je teda 80 + 96 + 96 CiZe 272.

5 V lyziarskom oddiele sa pocet vSetkych deti znizil o 10 %, pricom pomer dievcat voci vSetkym detom vzrastol
z 50 % na 55 %. O kol'ko percent sa zmenil pocet dievcat?
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(Iveta Jancigova)
Novakovci natrhali 30 kg ¢ereSni. Z 30 % cere$ni vyrobili Stavu, polovicu zo zvySnych cCeresni spracovali na
marmeladu. Novy zvySok rozdelili na tri rovnaké diely, dva diely ususili a jeden diel zjedli. Kol'’ko percent
vSetkych ceresni Novakovci ususili?
RieSenie:
Stavu vyrobili z 13—0 - 30 cize 9 kil zostalo 21 kil. Marmeladu urobili z % - 21 cize 10,5 Kil, rovnaké mnozstvo
zostalo. Na suSenie vyclenili % - 10,5 ¢ize 7 kil. Novakovci teda ususili % Cize 23,§% ceresni.
Poznamka:
Hmotnost natrhanych ¢eresni v skuto¢nosti nie je na vyrieSenie dlohy potrebna.
Vo firme pije 45 % zamestnancov ¢aj, ostatni piju kavu. Kavu sladi o polovicu viac zamestnancov nez tych,
ktori ju nesladia. Kol'ko percent vSetkych zamestnancov pije nesladent kavu?
RieSenie:
Kavu pije 55 % zamestnancov. Pomer tych, ktori kavu sladia a nesladia, je 3 : 2. Pomer tych, ktori kavu

. LT RV a2 55 g
nesladia, a vSetkych, ¢o piju kavuy, je 2 : 5. Nesladenu kavu pije T 100 CiZe 22 % zamestnancov.

V ucitel'skom zbore je p vyucujucich, z toho (100 — p) % tvoria Zeny a muZzov je 36. Kol'ko vyucujucich je
v zbore?
RieSenie:
Muzi tvoria p % zamestnancov a je ich 36, teda p - 1:;0 = 36. Odtial plyne p? = 3600, teda p = 60. V zbore
je 60 vyucujucich.
Vo vrectsku boli rozky, z ktorych 80 % bolo s rascou, ostatné s makom. Po zjedeni dvoch rozkov s rascou
tvoril tento druh rozkov 75 % vsetkych. Kol'’ko rozkov bolo s makom?
RieSenie:

80 r—2

PR . r 75
Nech r am st pocty rozkov s rascou, resp. s makom. Potom — = — a = —,z¢hor =8am = 2.
r+m 100 r+m-2 100

6 KruZznice k a [ sa dotykajii zvonku, pri¢om polomer kruznice k je rovnaky ako priemer kruznice l. Bod S je stred
kruznice k, bod T je bod dotyku kruZnic, bod A leZi na kruZnici I mimo spojnice stredov kruZnic a bod M je stred
usecky AS. Dokazte, Ze uhol ATM je pravy.

(Lukas Komin)
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Vo vSeobecnom trojuholniku ABC oznacme D a E paty vySok na strany BC a AC. Dokazte, Ze body 4, B, D, E
lezia na jednej kruznici.

Riesenie:

Trojuholniky ABD a ABE st pravouhlé s pravymi uhlami pri vrcholoch D a E. Vrcholy vSetkych pravouhlych
trojuholnikov s preponou AB tvoria kruZnicu, tzv. Talesovu kruZnicu nad priemerom AB, avSak okrem bodov
AaB.

Na kruznici k so stredom S st dané navzajom rézne body 4, B, C, D také, Ze plati S € AC a BS || AD. Dokazte,
Ze dotyc¢nica ku kruZznici k v bode dotyku B je rovnobezna s priamkou CD.

RieSenie:

Podla Talesovej vety je uhol ADC pravy. Priamky BS a AD sd rovnobeZné, teda priamky BS a CD su kolmé.
Dotyc¢nica s bodom dotyku B je kolma na BS, teda je rovnobezna s CD.

Kruznice k a [ sa pretinaju v réznych bodoch A a B. Body C a D su krajné body priemerov kruznic k a [
prechadzajtcich spolo¢nym bodom A. DokaZte, Ze body B, C a D leZia na jednej priamke.

RieSenie:

Ak niektory z bodov C a D splyva s bodom B, tvrdenie plati trividlne. V opacnom pripade st podla Talesovej
vety uhly ABC a ABD pravé. Body C a D preto leZia na kolmici na priamku AB prechadzajicej bodom B, teda
body B, C, D lezia na jednej priamke.
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