MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domacej pripravy kategorie Z8

1 Njjdite vSetky trojice navzajom réznych prvocisel (p, g, ), pre ktoré plati
-9 (—-q) =195.

(Erika Novotna)

N1 N4ajdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel (x, y) také, ze
(x—y) (x+y) =105

Riesenie:
Cislo 105 moZno rozloZit na dvojice ¢initelov (1,105), (3,35), (5,21), (7, 15). Cislo x je vicsie ako y a prvy
Cinitel' v uvedenom rozklade hovori o kol'ko. Hladané dvojice (x,y) su potom (53,52), (19, 16), (13,8),
(11, 4).

N2 Najdite vsetky dvojice prvocisel takych, Ze sticin ich stuctu a ich rozdielu je 117.
RieSenie:
Ako v predchadzajtcej dlohe sa urcia rozklady ¢isla 117 na dva ¢initele a zodpovedajice dvojice ¢isel (59, 58),
(21,18), (11, 2). Len poslednu dvojicu vsak tvoria prvocisla, jedina vyhovujica dvojica je teda (11, 2).

D1 N3jdite vSetky dvojice navzajom roznych prvocisel (p, q) také, ze

p-(r+q-(p—q) =315

Riesenie:

Cislo p je vacsie ako g a Cinitele st usporiadané takto: p — q < p < p + q. Mozné rozklady ¢&isla 315 ¢ize
32.5.7 natrojice ¢initelov s prostrednym ¢initelom prvoéislom su (1, 3, 105), (1,5, 63), (1,7,45), (3,5,21),
(3,7,15),(5,7,9). Len v poslednom pripade st vSak rozdiely medzi susednymi ¢initelmi rovnaké, takZe jed-
ind vyhovujuica dvojica je (7, 2).

2 Pre rovnobezniky ABCD a KLMN plati:

e bod K je stred usecky CD,
e bod K je priesecnik priamky €D s osou usecky BC,
e bod L je priesecnik priamky AB s osou use¢ky CD,
e bod N je priesetnik priamky AB s osou usecky BC,
¢ uhol BAD ma velkost 60°.
Urcte pomer obsahov rovnobeZznikov ABCD a KLMN.
(Marian Macko)
N1 Vobdizniku ABCD je bod M stred strany AB. Uréte pomer obsahov trojuholnika AM D a §tvoruholnika MBCD.
Riesenie:
Stred strany CD oznac¢ime N. Use¢ka MN rozdeluje obdiznik na dva zhodné obdizniky. Uhloprie¢ka MD

rozdeluje obdiznik AMND na dva zhodné trojuholniky, z ktorych jeden je AMD. Hladany pomer obsahov
jetedal: 3.

N2 Vtrojuholniku ABC plati, Ze bod M je stred strany AC a usecky MA, MB, AB st zhodné. Urcte pomer obsahov
trojuholnikov ABM a MBC.

Riesenie:
Trojuholniky ABM a MBC maju spolo¢nu stranu MB a vrcholy A, M, C lezia na jednej priamke. Teda pomer
obsahov trojuholnikov ABM a MBC je rovnaky ako pomer dlzok stran AM a MC, t.j. 1 : 1.

N3 Na stranach rovnostranného trojuholnika ABC st body K, L a M také, Ze plati:



¢ Bod K je stred strany BC.
e Bod L je priese¢nik strany AB s osou usecky KB.
e Bod M je stred usecky BL.

Urcte pomer obsahov trojuholnikov KLM a ABC.
Riesenie:
Bod L je stredom strany AB. Stred strany AC oznaéime N. Use¢ky KL, KN, LN delia trojuholnik ABC na $tyri

zhodné trojuholniky a tise¢ka KM deli jeden z tychto trojuholnikov na dva zhodné trojuholniky. Hladany
pomer obsahov jetedal : 8.

D1 Trojuholnik ADF je rozdeleny na dva trojuholniky GEF a BCH a dva rovnobezniky ABHG a CDEH. Tro-
juholniky GEF a BCH st zhodné a bod H lezi na taZnici trojuholnika ADF, ktor4 prechadza vrcholom F.
Urcéte pomer obsahov trojuholnika GEF a rovnobeZnika CDEH.

F

RieSenie:

Zo zadanych vztahov vyplyva, Ze Usecka GE je stredna priecka trojuholnika ADF, bod H je jej stred a vSetky
Styri Ciastkové Uitvary maji rovnaké vysky na strany rovnobezné s AD, takze vSetky Styri maju rovnaké ob-
sahy. Hladany pomer je teda 1 : 1.

Poznamka:

Ked' sa utvar dalej rozdelf na mensie zhodné trojuholniky, da sa déjst k rovnakému zaveru.

3 Tomas zbiera pohladnice z Islandu, Anglicka a Nérska. Z kaZdej krajiny ma aspon jednu pohladnicu, celkovo ich
ma 40. Pohladnic z Anglicka ma viac ako pohladnic z Ndorska. Pohladnic z Islandu ma viac ako 5-nasobok a menej
ako 6-nasobok poctu pohladnic z Anglicka.

Z ktorych krajin st pohladnice, ktorych pocet v Tomasovej zbierke je mozné urcit jednoznacne?
(Erika Novotna)
N1 Laura, Alex a Ivan zbierali na tabore kesky. Kazdy nasiel aspon jednu, spolu ich nazbierali 23 a Laura ich
nazbierala patkrat tol'’ko ¢o Ivan. Kol'’ko kesiek mohol nazbierat’ Alex? Urcte vSetky moznosti.
RieSenie:
Ivan mal najmenej 1 a najviac 3 keSky (pri 4 a viac by Laura mala 20 a viac, teda spolu viac ako 23). Ak mal
Ivan 1, 2, resp. 3 kesky, tak Laura mala 5, 10, resp. 15 a Alex ich mal 17, 11, resp. 5.

N2 Jakub dal kamaratom za tilohu uhadnut ¢islo, na ktoré mysli. Prezradil, Ze ide o dvojciferné ¢islo mensie nez
sedemnasobok najvacsieho jednociferného ¢isla a vacsie neZ druha mocnina poctu dni v tyZdni. Keby svoje



N3

D1

Cislo vydelil 8, dostal by pocet svojich Siltoviek. M6Zzu kamarati urcit Jakubovo Cislo, aj ked nepoznajt pocet
jeho siltoviek?

RieSenie:

Cislo je v rozpiti od 49 do 63 a je delitelné 8, takze moZe ist iba o ¢islo 56. Jakubovo ¢islo sa da uréit, aj ked’
pocet Siltoviek nie je vopred zndmy. (Z vysledku vyplyva, Ze ich mal 7.).

Andrea zbiera pohladnice z Arménska, Belgicka a Ciny. Z kazdej krajiny ma aspoti jednu pohladnicu. Pohlad-
nic z Arménska ma menej nez pohladnic z Belgicka. Pohladnic z Ciny ma viac neZ patnasobok a menej nez
Sestnasobok poctu pohladnic z Belgicka. Zdenko sa z tychto informacii snazil zistit, kol'ko vlastne ma An-

drea pohladnic, ale nevedel si rady. Andrea mu pomohla tym, Ze prezradila, Ze v jej pripade tieto podmienky
urcuju pocty pohladnic z jednotlivych krajin jednoznac¢ne. Kol'ko ma Andrea pohladnic?

RieSenie:
Pocet pohladnic z Ciny je podmienkami jednoznacne uréeny iba vtedy, ked’ pohladnice z Belgicka st 2. Po-
hladnic z Ciny je 11 a z Arménska je 1 pohladnica. Andrea ma teda 14 pohladnic.

Libor zbiera pohladnice z Andorry, Brazilie, Ciernej Hory a Danska, spolu ich ma menej ne% 40. Pohladnic
z Brazilie m4 viac neZ dvojnasobok a menej ne% trojnasobok po¢tu pohladnic z Andorry. Pohladnic z Ciernej
Hory ma viac nez pohladnic z Andorry a menej nez pohladnic z Brazilie. Pohladnic z Danska ma dvakrat
tol'ko ako pohladnic z Brazilie. Kol'ko najmenej a kol'’ko najviac pohl'adnic m6Ze mat Libor?

RieSenie:

Pohladnic z Andorry mal najmenej 2 a najviac 4 (ak by nemal Ziadnu alebo iba 1, nespliial by podmienku na
pocet pohladnic z Brazilie; ak by ich mal viac neZ 4, nesedel by celkovy pocet pohladnic). Libor mohol mat’
najmenej 20 pohladnic (2 z Andorry, 3 z Ciernej Hory, 5 z Brazilie, 10 z Danska) a najviac 39 pohladnic (4
z Andorry, 8 z Ciernej Hory, 9 z Brazilie, 18 z Danska alebo 4 z Andorry, 5 z Ciernej Hory, 10 z Brazilie, 20
z Danska).

4 7Ziaci ziskali v prvej pisomke priemerne 84 bodov. Ti isti Ziaci napisali druht pisomku s priemernym ziskom 70
bodov. Styria z tychto Ziakov mali v oboch pisomkach po 63 bodov. Priemerny zisk ostatnych Ziakov v druhej
pisomke bol 72 bodov.

Urcte priemerny pocet bodov ostatnych zZiakov v prvej pisomke.

N1

N2

N3

D1

(Iveta Jancigova)

Adam, Bratio, Cyril, Dano a Emil porovnavali svoje ¢asy v behu na 60 metrov. Braiio dobehol rovnako ako Cyril
za 11,2 sekundy, Emil dobehol za 9,3 sekundy a Dano za 10,8 sekundy. Adam svoj ¢as nechcel prezradit, ale
vSetci vedeli, Ze ich priemerny cas bol 10,6 sekundy. Aky bol Adamov ¢as?

RieSenie:

Sucet casov vsetkych piatich chlapcov bol rovnaky ako patnasobok priemerného ¢asu. KedZe 5-10,6—(11,2+
11,2 4+ 9,3+ 10,8) = 10,5, Adamov ¢as bol 10,5 sekundy:.

Pocas jedného roka zachranil Sest¢lenny tim superhrdinov mnoho miest, priemerne kazdy 11. Thor, Hulk
a Iron Man zachranili kaZzdy rovnaky pocet miest, Kapitdn Amerika ich zachranil 5, Ant-Man 7 a Hawkeye 6.
Kol'’ko miest zachranil Hulk?

Riesenie:

Sucet miest, ktoré zachranili jednotlivi superhrdinovia, je rovnaky ako Sestnasobok priemerného poctu.
KedZze %(6 -11 —5—7 — 6) = 6), Hulk (rovnako ako Thor a Iron Man) zachranil 16 miest.

Priemernd vyska desiatich najvyssSich hor sveta je 8 378 metrov nad morom. Ako by sa zmenila priemerna
vyska, keby sme z tohto zoznamu vynechali Annapurnu (8 091 m), K2 (8 611 m) a Makalu (8 485 m)?
Riesenie:

Sucet vySok desiatich najvyssich hor je 83 780 m, sticet vySok vynechanych hor je 25 187 m. Priemerna vyska
zvySnych siedmich hor je (83 780 m — 25 187 m)/7, o je priblizne 8 370 m.

V zakladnej $kole, kam chodi aj Zigmund, kaZdoroc¢ne organizujii vedomostnu stitaZ, v ktorej kazdy sutaZiaci
moZe ziskat najviac 15 bodov. Tento rok bol priemerny bodovy zisk stutaZiacich zaokrihleny na desatiny
rovny 10,4. Zigmund si po sutaZi uvedomil, Ze niektoré otazKy si zle precital a odpovedal na nie¢o iné. Mohol
tak mat’ o 4 body viac, a priemerny bodovy zisk zaokridhleny na desatiny by sa tym zvysil na 10,6. Urcte,
najmenej kol'ko a najviac kol'ko deti mohlo tento rok sutazit.

Riesenie:

Pracujeme so zaokrihlenymi ¢islami, takze skuto¢ny priemerny bodovy zisk mohol byt v rozmedzi od 10,35
vratane po 10,45 okrem hornej hranice. Ak n oznacuje pocet ucastnikov sutaze a c¢ celkovy stucet bodov



ziskanych vSetkymi sttaziacimi, tak spolu s dalSou podmienkou zo zadania dostavame:

c
10,35 < n < 10,45,

c+4
10,55 < o < 10,65.

Z tychto nerovnic po Upravach vyplyva 40/3 < n < 40, takze 14 < n < 39.

Treba vsak este overit, Ze pre kazdé takéto n existuje vyhovujica situécia, t. j. Ze mozu byt splnené pod-
mienky, Ze kazdy sditaziaci moéze ziskat najviac 15 bodov a Zigmund najviac 11 bodov. Priemerna hodnota
bodového zisku je %, ¢o je najviac 10,45, staci teda, ked kaZzdy sutaZiaci ziska prave tito bodovi hodnotu,
lebo ta je najviac 11, a teda aj najviac 15.

Sutaze sa zucastnilo najmenej 14 a najviac 39 deti.

(73. ro¢nik MO, tloha Z9-1-3.)

5 Je dana kruznica k so stredom S a polomerom 6 cm a priamka p prechadzajiica bodom S. Zostrojte obdiZnik
ABCD tak, aby platilo:

e vrcholy A a B leZia na priamke p,
e kruZnica k sa dotyka strany CD,
¢ kruznica k pretina stranu AD v bode K a stranu BC v bode L,
e |AK| =|CL| =1,5cm.
(Michaela Petrova)

N1 Je dana kruznica k so stredom S a polomerom 4 cm. Narysujte obdlZnik ABCD, ktorého strany AB, CD a AD
sa dotykaju kruznice k a dlzky stran BC a CD si v pomere 2 : 3.
RieSenie:
Priemer kruZnice k je rovnako dlhy ako strany AD a BC. Teda |AD| = |BC| = 8 cm, z ¢oho |AB| = |CD| =

12 cm. Konstrukciu moZno zaéat' lubovolnym priemerom kruZnice k a vyuZit kolmost’ stran obdiZnika na
prislusné priemery v bodoch dotyku.

N2 Je dana kruznica k so stredom S a polomerom 6 cm. Zostrojte obdlznik ABCD tak, aby platilo:
e Bod S lezi na strane AB.
e Bod B leZi na kruZnici k.
e Kruznica k sa dotyka strany CD.
e Kruznica k pretina stranu AD v jej strede.
Riesenie:
Polomer k'ruinice k je rovnako dlhy ako strany AD a BC. Priese¢nik kruznice k a strany AD leZi na osi simer-
nosti obdlZznika kolmej na tieto strany a to je priamka rovnobeZna so stranou AB vo vzdialenosti 3 cm.

KonStrukciu mozno zacat' s lubovolnym priemerom kruznice k a vyuZit kolmost' stran obdlznika na pris-
lusné priemery v bodoch dotyku.

k

Vzhladom na symetrie ma tloha 4 rieSenia.
D1 Je dand kruznica k so stredom S. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC tak, aby platilo:
e Bod S lezi na strane AB.
e Bod C lezi na kruznici k.

e Ramend AC a BC pretinaji kruznicu k v bodoch N a 0.



o Usec¢ka NO je strednou prieckou trojuholnika ABC.
Riesenie:
Usec¢ka SC je vy$kou a osou simernosti trojuholnika ABC. Body N a O leZia na osi ise¢ky SC, pripadne tiez

na kruznici zhodnej s k so stredom v bode C. KonStrukciu mozno zacat' s lubovolnym priemerom kruznice
k, potom vyuZit kolmost NO a SC, kolmost AB a SC a vlastnosti strednej priecky.

S
t
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6 Jonas a Michal zostavili kazdy svoj 8-boky ihlan s 9 roznymi ¢islami na jeho réznych stenach. Vsetky cisla boli
vacsie ako 10 a mensie ako 30. Pre kazdy vrchol ihlana platilo, Ze stcet ¢isel na vSetkych stenach obsahujucich
tento vrchol bol nasobkom ¢isla 4, pritom Ziadne ¢islo nasobkom ¢isla 4 nebolo. Jonas tvrdil, Ze na dvoch stenach
ma cisla 14 a 15. Michal tvrdil, Ze na dvoch stenach ma ¢isla 14 a 17.

Mohli obidvaja chlapci hovorit pravdu?

N1

N2

N3

D1

(Karel Pazourek)

Na kazdej stene Stvorstena je napisané jedno Cislo, vSetky Styri st rozne a Ziadne z nich nie je delitelné 3.
Pre kazdy vrchol vSak stcet ¢isel na troch stenach, ktoré ho obsahuju, bol delitelny 3. Ktoré ¢isla mo6zu byt
napisané na stenach Stvorstena? Najdite asponi dve mozZnosti.

Riesenie:

Pre I'ubovolné dve ¢isla mozno tretie doplnit tak, aby bol sticet vSetkych troch delitel'ny 3. Aby bol stucet cisel
na ktorychkolvek troch stenach delitelny 3, musia mat’ vSetky cisla po deleni 3 rovnaky zvysok, teda kazdé

dve ¢isla sa liSia o ndsobok 3. RieSeni je nekonecne vela, dve vyhovujuce Stvorice st napriklad 1, 4, 7, 10
alebo 2,5, 8, 11.

Na réznych stenach st rézne nenulové prirodzené cisla, pricom sucet ¢isel na kazdych dvoch protilahlych
stenach je delitelny 4 a najvacsie z pouzitych ¢isel je o najmensie. Ktoré ¢isla st na kocke?

Riesenie:

Pre l'ubovolné c¢islo na jednej stene mozno cCislo na protilahlej stene doplnit’ tak, aby ich stcet bol delitelny
4. Na protilahlych stenach kocky su teda dvojice ¢isel (1, 7), (2,6), (3,5).

Na roznych stenach su rozne nenulové prirodzené Cisla, sucet cisel na kazdej dvojici susednych stien je
delitelny 4 a najvacsie z pouzitych cisel bolo ¢o najmensie. Ktoré ¢isla st na kocke?

RieSenie:

ZvysKky ¢isel na troch stenach s I'ubovolne zvolenym spolo¢nym vrcholom oznac¢me a, b, c. Potom st vSetky
tri ¢islaa + b, b + ¢, ¢ + a delitelné 4, takze bud' a = b = ¢ = 2 alebo a = b = ¢ = 0. To znamen3, Ze vSetky
Cisla na kocke maju po deleni rovnaky zvysok, a to 2 alebo 0. NajmensSie pouzitelné cisla st teda 2, 6, 10, 14,
18, 22.

Vrcholom Sestbokého ihlana st priradené prirodzené cisla tak, Ze rozne vrcholy maji rozne Cisla a pre kazda
stenu je sucet cisel vo vSetkych jej vrcholoch delitelny 4. Dokazte, Ze zvysok, ktory dava cislo pri hlavnom
vrchole po deleni 4, je 0.

RieSenie:

DokaZeme, Ze po deleni 4 dava ¢islo pri hlavnom vrchole rovnaky zvySok ako sucet ¢isel pri vrcholoch pod-
stavy. V nasledujucej tabul'’ke st postupne pre vSetky mozné zvysky pri hlavnom vrchole rozpisané mozné
zvySky pri ostatnych Siestich vrcholoch tak, aby platila poziadavka pre kazdd stenu obsahujticu hlavny vr-
chol. V poslednom stlpci je zvySok zodpovedajuci ich suctu. Poziadavka pre podstavu ihlana plati iba v prvych
Styroch pripadoch.
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(0,0,0,0,0,0)
(1,3,1,3,1,3)
(2,2,2,2,2,2)
(3,1,3,1,3,1)

(0,3,0,3,0,3)
(1,2,1,2,1,2)
(2,1,2,1,2,1)
(3,0,3,0,3,0)

(0,2,0,2,0,2)
(1,1,1,1,1,1)
(2,0,2,0,2,0)
(3,3,3,3,3,3)
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(0,1,0,1,0,1)
(1,0,1,0,1,0)
(2,3,2,3,2,3)
(3,2,3,2,3,2)
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