
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2025/2026
Riešenia úloh krajského kola kategórie A

1 Pre reálne čı́sla 𝑥 a 𝑦 sú čı́sla 𝑥 + 𝑦 a 𝑥2 + 𝑦2 celé. Musı́ byť aj čı́slo 𝑥3 + 𝑦3 celé?
(Tomáš Bárta)

Riešenie:
Nech 𝑥 = ൫1 + √3൯ /2 a 𝑦 = ൫1 − √3൯ /2. Potom
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Takže nemusı́ platiť, že za daných podmienok je 𝑥3 + 𝑦3 celé čı́slo.
Poznámka:
Hoci je uvedené riešenie úplné, vysvetlı́me, ako dvojicu (𝑥, 𝑦) nájsť. Platı́

𝑥3 + 𝑦3 = (𝑥 + 𝑦)3 − 3𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2 = (𝑥 + 𝑦)3 − 3𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦).

Keďže 𝑥+𝑦 je celé čı́slo, je aj (𝑥+𝑦)3 celé čı́slo. To znamená, že 𝑥3+𝑦3 je celé čı́slo práve vtedy, keď 3𝑥𝑦(𝑥+𝑦)
je celé čı́slo. Dƽ alej

(𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥𝑦,
teda

𝑥𝑦 = (𝑥 + 𝑦)2 − ൫𝑥2 + 𝑦2൯
2 .

Cƽ ı́sla (𝑥 +𝑦)2 a 𝑥2+𝑦2 sú celé, a ak budú mať rôznu paritu, tak 𝑥𝑦 bude tvaru𝑚/2, kde𝑚 je nepárne celé čı́slo.
Platı́ tak

3𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦) = 3𝑚(𝑥 + 𝑦)
2 ,

teda ak 𝑥 + 𝑦 bude nepárne čı́slo, tak 3𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦) nebude celé čı́slo, a preto ani 𝑥3 + 𝑦3 nebude celé čı́slo. Stačı́
teda, aby 𝑥+𝑦 bolo nepárne a 𝑥2+𝑦2 párne. Naprı́klad v prı́pade 𝑥+𝑦 = 1 a 𝑥2+𝑦2 = 2 (naprı́klad vyriešenı́m
kvadratickej rovnice vzniknutej z 𝑥2+(1−𝑥)2 = 2) dostaneme 𝑥 = ൫1 + √3൯ /2 a 𝑦 = ൫1 − √3൯ /2 z uvedeného
riešenia.
Poznámka:
Je tiež možné vyjadriť 𝑥3 + 𝑦3 len pomocou 𝑥 + 𝑦 a 𝑥2 + 𝑦2. Keďže

𝑥𝑦 = (𝑥 + 𝑦)2 − ൫𝑥2 + 𝑦2൯
2 ,

po dosadenı́ do 𝑥3 + 𝑦3 = (𝑥 + 𝑦)3 − 3𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦) a následnej úprave dostaneme

𝑥3 + 𝑦3 = (𝑥 + 𝑦) ൫3 ൫𝑥2 + 𝑦2൯ − (𝑥 + 𝑦)2൯
2 .

Rozborom parı́t čı́sel 𝑥 + 𝑦 a 𝑥2 + 𝑦2 dostaneme, že 𝑥3 + 𝑦3 nie je celé čı́slo práve vtedy, keď je 𝑥 + 𝑦 nepárne
čı́slo a 𝑥2 + 𝑦2 párne.



Poznámka:
Reálne čı́sla 𝑥, 𝑦, pre ktoré sú hodnoty 𝑥 + 𝑦 a 𝑥2 + 𝑦2 celé, no 𝑥3 + 𝑦3 celé nie je, sú práve také, že

{𝑥, 𝑦} = ቊ12 ൫𝑠 + √𝑟൯ ,
1
2 ൫𝑠 − √𝑟൯ቋ ,

kde 𝑠 je nepárne celé čı́slo a 𝑟 = 4𝑘 + 3, kde 𝑘 je prirodzené čı́slo.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné body z vyššie popı́saných postupov nasledovne:
A1 Vyjadrenie 𝑥3 + 𝑦3 = (𝑥 + 𝑦)3 − 3𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦), kde člen 3𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦) je zapı́saný v súčinovom tvare: 1 bod.
B1 Vyjadrenie 𝑥𝑦 = ൫(𝑥 + 𝑦)2 − ൫𝑥2 + 𝑦2൯൯ /2: 1 bod.
B2 Dôkaz, že ak 𝑥 + 𝑦 a 𝑥2 + 𝑦2 majú rôznu paritu, tak 𝑥𝑦 nie je celé čı́slo: 3 body.
C1 Vyjadrenie 𝑥3 + 𝑦3 len pomocou 𝑥 + 𝑦 a 𝑥2 + 𝑦2 (teda bez výskytu 𝑥𝑦 a podobne): 2 body.
X1 Správna odpoveď bez zdôvodnenia: 0 bodov.

Celkovo potom za neúplné riešenia dajte väčšı́ z počtov bodov za A1 a B1, za A1 a B2 a za C1.

2 Dokážte, že pre nekonečne veľa prirodzených čı́sel 𝑑 existujú dve nesúdeliteľné nenulové prirodzené čı́sla 𝑎 a 𝑏
také, že 𝑑 je najväčšı́ spoločný deliteľ čı́sel 5𝑎2 + 𝑏 a 5𝑏2 + 𝑎.

(Tomáš Bárta)
Riešenie 1:
Uvedieme prı́klad nekonečne veľa dvojı́c (𝑎, 𝑏) nesúdeliteľných čı́sel takých, že hodnoty nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯
sú navzájom rôzne.
Najskôr prepı́šemensd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯ akonajväčšı́ spoločný deliteľ dvochvýrazov, z ktorých jedenobsahuje
iba premennú 𝑎. Opakovane pri tom využijeme tvrdenie, ktoré je základom Euklidovho algoritmu, a to, že pre
ľubovoľné celé čı́sla 𝑢, 𝑣, 𝑐 platı́ nsd(𝑢, 𝑣) = nsd(𝑢, 𝑣 + 𝑐𝑢):
Platı́

nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯ = nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎 − 5𝑏 ൫5𝑎2 + 𝑏൯൯ = nsd ൫5𝑎2 + 𝑏,−25𝑎2𝑏 + 𝑎൯

= nsd ൫5𝑎2 + 𝑏,−25𝑎2𝑏 + 𝑎 + 25𝑎2 ൫5𝑎2 + 𝑏൯൯ = nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 125𝑎4 + 𝑎൯ = nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 𝑎 ൫125𝑎3 + 1൯൯ .

Nech 𝑏 = 125𝑎3 − 5𝑎2 + 1, potom 5𝑎2 + 𝑏 = 125𝑎3 + 1. Keďže 𝑎 ≥ 1, platı́

𝑏 = 125𝑎3 − 5𝑎2 + 1 = 5𝑎2(25𝑎 − 1) + 1 ≥ 1.

Potom

nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯ = nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 𝑎 ൫125𝑎3 + 1൯൯ = nsd ൫125𝑎3 + 1, 𝑎 ൫125𝑎3 + 1൯൯

= nsd ൫125𝑎3 + 1, 𝑎 ൫125𝑎3 + 1൯ − 𝑎 ൫125𝑎3 + 1൯൯ = nsd ൫125𝑎3 + 1, 0൯ = 125𝑎3 + 1.

Pre rôzne 𝑎 sú hodnoty 125𝑎3 + 1 rôzne, vyhovujúcich čı́sel 𝑑 zo zadania je teda naozaj nekonečne veľa.
Riešenie 2:
Nech 𝑝 je prvočı́slo rôzne od 5. Nájdeme dvojicu (𝑎, 𝑏) nesúdeliteľných nenulových prirodzených čı́sel takých, že
𝑝 | nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯.Množina vyhovujúcich čı́sel𝑑 zo zadaniabudepotomneohraničená, a tedanekonečná.
Zamerajme sa na také dvojice (𝑎, 𝑏), že 𝑏 = 𝑎 + 𝑝. Potom

5𝑎2 + 𝑏 = ൫5𝑎2 + 𝑎൯ + 𝑝

a
5𝑏2 + 𝑎 = 5(𝑎 + 𝑝)2 + 𝑎 = ൫5𝑎2 + 𝑎൯ + 𝑝(10𝑎 + 5𝑝).

Na to, aby obe čı́sla 5𝑎2 + 𝑏 aj 5𝑏2 + 𝑎 boli násobkami 𝑝, stačı́ zaistiť, že 𝑝 | 5𝑎2 + 𝑎 = 𝑎(5𝑎 + 1), teda 𝑎
alebo 5𝑎 + 1 je násobok 𝑝. (Ak by však bolo 𝑎 násobok 𝑝, aj 𝑏 čiže 𝑎 + 𝑝 by bolo násobok 𝑝, takže 𝑎 a 𝑏 by boli
súdeliteľné.)
Ak zvolı́me 𝑎 tak, že 𝑝 | 5𝑎 + 1, tak čı́sla 𝑎 a 𝑏 budú nesúdeliteľné: Ak by totiž existovalo prvočı́slo 𝑞, ktoré by
delilo 𝑎 aj 𝑏 čiže 𝑎 + 𝑝, delilo by aj ich rozdiel 𝑝, takže by platilo 𝑞 = 𝑝. Mali by sme teda 𝑝 | 5𝑎 + 1 aj 𝑝 | 𝑎,
z čoho 𝑝 | 1, čo je však spor.
Ostáva pre nekonečne veľa prvočı́sel 𝑝 nájsť 𝑎 také, že 𝑝 | 5𝑎 + 1, t. j. 5𝑎 + 1 = 𝑘𝑝 pre vhodné prirodzené čı́slo
𝑘, a teda hľadáme 𝑎 v tvare 𝑘𝑝−1

5 . Rozoberme prı́pady:



• Ak 𝑝mod5 = 1, nech 𝑘 = 1, potom 𝑎 = (𝑝 − 1)/5.
• Ak 𝑝mod5 = 2, nech 𝑘 = 3, potom 𝑎 = (3𝑝 − 1)/5.
• Ak 𝑝mod5 = 3, nech 𝑘 = 2, potom 𝑎 = (2𝑝 − 1)/5.
• Ak 𝑝mod5 = 4, nech 𝑘 = 4, potom 𝑎 = (4𝑝 − 1)/5.

V každom prı́pade je čitateľ deliteľný 5 a kladný, takže 𝑎 je nenulové prirodzené čı́slo a platı́ 5𝑎 + 1 = 𝑘𝑝, teda
𝑝 | 5𝑎 + 1.
Pre každé prvočı́slo 𝑝 rôzne od 5 sme tak našli dvojicu nesúdeliteľných nenulových prirodzených čı́sel (𝑎, 𝑏)
takých, že 𝑝 | nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯.
Poznámka:
Koniec druhého riešenia je možné skrátiť tak, že použijeme tzv. Dirichletovu vetu o aritmetických postupnos‑
tiach, že prvočı́sel každého z tvarov 5𝑘 +1, 5𝑘 +2, 5𝑘 +3, 5𝑘 +4 je nekonečne veľa. Potom namiesto rozlı́šenia
štyroch prı́padov stačı́ uvážiť ľubovoľný jeden z nich.
Riešenie 3:
Nech 𝑏 = 6𝑎 + 1. Potom 𝑎 a 𝑏 sú zrejme nesúdeliteľné a platı́

5𝑎2 + 𝑏 = 5𝑎2 + 6𝑎 + 1 = (5𝑎 + 1)(𝑎 + 1)

a
5𝑏2 + 𝑎 = 5(6𝑎 + 1)2 + 𝑎 = 5 ൫36𝑎2 + 12𝑎 + 1൯ + 𝑎 = 180𝑎2 + 61𝑎 + 5 = (5𝑎 + 1)(36𝑎 + 5).

To znamená, že nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯ je násobok čı́sla 5𝑎 + 1.
Keďže čı́sel tvaru 5𝑎 + 1 je nekonečne veľa, množina vyhovujúcich čı́sel 𝑑 zo zadania je neohraničená, a teda
nekonečná.
Pokyny:
Vneúplných riešeniach, ktoré postupujú podobneakoprvé riešenie (t. j. vyjadrujú nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯presne,
typicky pomocou Euklidovho algoritmu), udeľte čiastočné body nasledovne:
A1 Vyjadrenie nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯ = nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 𝑃(𝑎)൯, kde 𝑃(𝑎) závisı́ len na 𝑎 (napr. 𝑃(𝑎) = 125𝑎4 +

𝑎): 3 body.
A2 Popis nekonečne veľa nesúdeliteľných dvojı́c (𝑎, 𝑏), pre ktoré vyjdú rôzne hodnoty nsd ൫5𝑎2 + 𝑏, 5𝑏2 + 𝑎൯,

vrátane zdôvodnenia (napr. (𝑎, 𝑏) = ൫𝑎, 125𝑎3 − 5𝑎2 + 1൯): 6 bodov.
X1 Chýbajúce zdôvodnenie, že skonštruované čı́sla 𝑎 a 𝑏 sú nesúdeliteľné: mı́nus 1 bod.

Celkovo potom za neúplné riešenia dajte väčšı́ z počtov bodov za A1 a za súčet bodov za A2 a X1.
V neúplných riešeniach, ktoré postupujú podobne ako druhé a tretie vzorové riešenie (t. j. ukazujú, že množina
vyhovujúcich čı́sel 𝑑 obsahuje násobky nekonečne veľa rôznych čı́sel) udeľte čiastočné body nasledovne:
B1 Dôkaz, že ak 𝑑 | 5𝑎2 + 𝑏 a 𝑑 | 5𝑏2 + 𝑎, tak 𝑑 | (𝑎 − 𝑏)(5𝑎 + 5𝑏 − 1): 1 bod.
B2 Dôkaz, že ak 𝑑 | 5𝑎2 + 𝑏 a 𝑑 | 5𝑏2 + 𝑎, tak 𝑑 | 𝑄(𝑎), kde 𝑄(𝑎) zavisı́ len na 𝑎 (napr. 𝑄(𝑎) = 125𝑎4 + 𝑎): 2

body.
B3 Dôkaz, že množina vyhovujúcich čı́sel 𝑑 obsahuje násobky nekonečne veľa čı́sel (napr. uvažovanı́m dvojı́c

ቀ15(𝑝 − 1), 15(𝑝 − 1) + 𝑝ቁ, kde 𝑝 je prvočı́slo tvaru 5𝑘 + 1, alebo dvojı́c (𝑎, 6𝑎 + 1)): 4 body.
C1 Dokončenie riešenia za predpokladu, že množina vyhovujúcich čı́sel 𝑑 obsahuje násobky nekonečne veľa

čı́sel: 2 body.
Celkovo udeľte súčet počtu bodov za C1 a maxima z počtu bodov za B1, za B2 a za B3.
Cƽ iastkové body zı́skané z rôznych schém nemožno kombinovať.

3 Daný je konvexný šesťuholnı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 taký, že |𝐴𝐵| = |𝐵𝐶|, |𝐶𝐷| = |𝐷𝐸| ≠ |𝐴𝐷|, |𝐸𝐹| = |𝐹𝐴| a |∢𝐵𝐷𝐶| +
|∢𝐸𝐷𝐹| = |∢𝐹𝐷𝐵|. Dokážte, že |∢𝐶𝐵𝐴| + |∢𝐸𝐷𝐶| + |∢𝐴𝐹𝐸| = 360∘.

(Patrik Bak)
Riešenie:
Z podmienky |∢𝐵𝐷𝐶| + |∢𝐸𝐷𝐹| = |∢𝐹𝐷𝐵| vyplýva, že obraz polpriamky 𝐷𝐶 v osovej súmernosti podľa 𝐵𝐷 je
totožný s obrazom polpriamky 𝐷𝐸 v osovej súmernosti podľa 𝐷𝐹. To spolu s |𝐶𝐷| = |𝐷𝐸| implikuje, že obraz 𝐺
bodu 𝐶 v osovej súmernosti podľa 𝐵𝐷 je totožný s obrazom bodu 𝐸 v osovej súmernosti podľa 𝐷𝐹. Pritom platı́
|𝐷𝐺| = |𝐷𝐶| = |𝐷𝐸| ≠ |𝐷𝐴|, takže body 𝐴 a 𝐺 sú rôzne.



𝐴
𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝐹
𝐺

Z vlastnostı́ osovej súmernosti máme |𝐵𝐺| = |𝐵𝐶| = |𝐵𝐴| a |𝐺𝐹| = |𝐸𝐹| = |𝐹𝐴|. To spolu s tým, že body 𝐴 a 𝐺
sú rôzne, dáva, že sú tieto dva body osovo súmerné podľa 𝐵𝐹.
Keďže𝐺 je obrazom bodov𝐴, 𝐶,𝐸 v osových súmernostiach postupne podľa𝐵𝐹,𝐵𝐷,𝐷𝐹 a šesťuholnı́k𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹
je konvexný, bod 𝐺 ležı́ vnútri trojuholnı́ka 𝐷𝐹𝐵. Platı́ preto

|∢𝐵𝐺𝐷| + |∢𝐹𝐺𝐵| + |∢𝐷𝐺𝐹| = 360∘.

S využitı́m osových súmernostı́ ďalej dostávame

|∢𝐷𝐶𝐵| + |∢𝐵𝐴𝐹| + |∢𝐹𝐸𝐷| = |∢𝐵𝐺𝐷| + |∢𝐹𝐺𝐵| + |∢𝐷𝐺𝐹| = 360∘.

Súčet uhlov šesťuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je 720∘, a preto

|∢𝐶𝐵𝐴| + |∢𝐸𝐷𝐶| + |∢𝐴𝐹𝐸| = 720∘ − (|∢𝐷𝐶𝐵| + |∢𝐵𝐴𝐹| + |∢𝐹𝐸𝐷|) = 720∘ − 360∘ = 360∘.

Poznámka:
Podmienka |𝐴𝐷| ≠ |𝐶𝐷| = |𝐷𝐸| je dôležitá. V prı́pade |𝐴𝐷| = |𝐶𝐷| = |𝐷𝐸| by bol 𝐺 totožný s bodom 𝐴 a platilo
by |∢𝐵𝐴𝐹| = |∢𝐹𝐸𝐷|+|∢𝐷𝐶𝐵| namiesto |∢𝐹𝐸𝐷|+|∢𝐵𝐴𝐹|+|∢𝐷𝐶𝐵| = 360∘. Dá sa tak ukázať, že dokazované
tvrdenie |∢𝐶𝐵𝐴| + |∢𝐸𝐷𝐶| + |∢𝐴𝐹𝐸| = 360∘ v tomto prı́pade nemusı́ platiť.

𝐴
𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné body z vyššie popı́saných postupov nasledovne:
A1 Uvedenie, že obraz priamky 𝐶𝐷 v osovej súmernosti podľa 𝐵𝐷 je totožný s obrazom priamky 𝐷𝐸 v osovej

súmernosti podľa 𝐷𝐹: 1 bod.
A2 Zdôvodnenie, že obraz bodu 𝐶 v osovej súmernosti podľa𝐵𝐷 je totožný s obrazom bodu 𝐸 v osovej súmer‑

nosti podľa 𝐷𝐹: 2 body.
B1 Dôkaz, že body 𝐴 a 𝐺 sú osovo súmerné podľa 𝐵𝐹: 2 body.
X1 Chýbajúce zdôvodnenie, že body 𝐴 a 𝐺 sú rôzne: mı́nus 1 bod.
C1 Dokončenie riešenia za predpokladu A2 a B1: 2 body.

Celkovo za neúplné riešenia udeľte súčet bodov za:
• maximum počtov bodov za A1 a A2,
• maximum z 0 a súčtu počtu bodov za B1 a X1,
• počtu bodov za C1.



4 PozdlƵž kružnice sú napı́sané aspoň štyri reálne čı́sla, pričom v každej trojici susedných čı́sel je jedno z nich
súčtomzvyšných dvoch. Dokážte, že niektoré dve zo všetkých napı́saných čı́selmajú rovnakú absolútnuhodnotu.

(Josef Tkadlec)
Riešenie:
Predpokladajme, že je možné čı́sla napı́sať tak, že žiadne dve nemajú rovnakú absolútnu hodnotu. Budeme
sa pozerať na trojice susediacich čı́sel. Trojicu (𝑎, 𝑏, 𝑐) nazveme trojica typu Ľ, ak platı́ 𝑎 = 𝑏+𝑐, typu S, ak platı́
𝑏 = 𝑎 + 𝑐, a typu P, ak platı́ 𝑐 = 𝑎 + 𝑏.
Ukážeme, že trojice susediacich čı́sel sú buď všetky typu Ľ, alebo všetky typu P.
Nech nie sú všetky typu Ľ. Zoberme ľubovoľnú štvoricu susediacich čı́sel (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) takú, že (𝑎, 𝑏, 𝑐) nie je typu
Ľ. Rozoberme prı́pady:
• Nech je (𝑎, 𝑏, 𝑐) typu S.
Potom (𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑐, 𝑑). Ak je typu Ľ, tak 𝑎 + 𝑐 = 𝑐 + 𝑑, z čoho 𝑎 = 𝑑, čo je spor, a ak je typu S, tak
𝑐 = 𝑎 + 𝑐 + 𝑑, z čoho 𝑎 = −𝑑, čo je spor.
Preto je (𝑏, 𝑐, 𝑑) typu P.

• Nech je (𝑎, 𝑏, 𝑐) typu P.
Potom (𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑏, 𝑎 + 𝑏, 𝑑). Ak je typu Ľ, tak 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑑, z čoho 𝑎 = −𝑑, čo je spor, a ak je typu S, tak
𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑑, z čoho 𝑎 = −𝑑, čo je spor.
Preto je (𝑏, 𝑐, 𝑑) typu P.

Ak je teda niektorá trojica typu S, tak všetky ďalšie trojice smerom doprava sú typu P, a keďže čı́sla sú napı́sané
pozdlƵž celej kružnice, všetky trojice sú typu P.
Ostáva tak vyriešiť dva prı́pady: všetky trojice sú typu P alebo všetky trojice sú typu Ľ. Vzhľadom na symetriu
sa stačı́ zaoberať prı́padom, keď sú všetky typu P.
Ak by samedzi čı́slami vyskytovala 0, pre trojicu (0, 𝑥, 𝑦), kde 𝑥 a 𝑦 sú čı́sla napravo od 0, by platilo 𝑦 = 𝑥+0 = 𝑥,
čo by bol spor. Preto sú všetky čı́sla nenulové.
Označme dve susedné čı́sla 𝑎 a 𝑏, túto dvojicu nazveme počiatočná. Potom nasleduje 𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 2𝑏, 2𝑎 + 3𝑏,
3𝑎 + 5𝑏, … Matematickou indukciou sa dokáže, že čı́slo o 𝑖 napravo od počiatočnej dvojice je F𝑖𝑎 + F𝑖+1𝑏, kde
(F𝑖)∞𝑖=0 je Fibonacciho postupnosť (deϐinovaná F0 = 0, F1 = 1, a ak 𝑖 ∈ ℕ, tak F𝑖+2 = F𝑖+1 + F𝑖).
Označme 𝑛 počet čı́sel pozdlƵž kružnice. CƵ ı́slo o 𝑛 − 1 napravo od počiatočnej dvojice je čı́slo 𝑎 a o 𝑛 napravo od
počiatočnej dvojice je čı́slo 𝑏. Platı́ preto

𝑎 = F𝑛−1𝑎 + F𝑛𝑏,
𝑏 = F𝑛𝑎 + F𝑛+1𝑏 = F𝑛𝑎 + (F𝑛−1 + F𝑛)𝑏,

po úprave
𝑎(F𝑛−1 − 1) = −F𝑛𝑏,

𝑏(F𝑛−1 − 1 + F𝑛) = −F𝑛𝑎.
Po vynásobenı́ rovnostı́ a po následnom vykrátenı́ nenulovým čı́slom 𝑎𝑏 dostávame

(F𝑛−1 − 1 + F𝑛)(F𝑛−1 − 1) = F2𝑛 .

Keďže𝑛 ≥ 4, platı́ F𝑛−1−1 ≥ 1. Nech𝑑 je najväčšı́ spoločný deliteľ čı́sel F𝑛−1−1 a F𝑛 anech𝑘 a 𝑙 sú nesúdeliteľné
čı́sla také, že F𝑛−1 − 1 = 𝑑𝑘 a F𝑛 = 𝑑𝑙. Potom

(𝑑𝑘 + 𝑑𝑙)𝑑𝑘 = (𝑑𝑙)2,

(𝑘 + 𝑙)𝑘 = 𝑙2.
Keďže 𝑘 delı́ ľavú stranu, musı́ deliť aj pravú. Cƽ ı́sla 𝑘 a 𝑙 sú nesúdeliteľné, a preto 𝑘 = 1. Takže platı́

(𝑙 + 1) ⋅ 1 = 𝑙2,

𝑙 + 1 = 𝑙2,
1 = 𝑙(𝑙 − 1),

čo je však spor, lebo 1 nie je súčin dvoch po sebe idúcich celých čı́sel.
Takže vo všetkých prı́padoch sme dostali spor s predpokladom, že je možné čı́sla napı́sať tak, že žiadne dve
nemajú rovnakú absolútnu hodnotu, preto vždy majú niektoré dve rovnakú absolútnu hodnotu.



Poznámka:
Ukážeme iný spôsob, ako dokázať, že ak 𝑛 ≥ 4, rovnosť

(F𝑛−1 − 1 + F𝑛)(F𝑛−1 − 1) = F2𝑛

neplatı́. Po úpravách dostaneme

F2𝑛 − F𝑛(F𝑛−1 − 1) − (F𝑛−1 − 1)2 = 0.

Cƽ ı́slo F𝑛 je teda koreň kvadratickej rovnice

𝑥2 − 𝑥(F𝑛−1 − 1) − (F𝑛−1 − 1)2 = 0,

tá má však korene (F𝑛−1 − 1) ⋅ 1±√52 . Pritom v prı́pade 𝑛 ≥ 4 platı́ F𝑛−1 − 1 ≥ 1, takže táto kvadratická rovnica
má iba iracionálne korene, čo je spor.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné body z vyššie popı́saných postupov nasledovne:
A1 Dôkaz, že trojice sú buď všetky typu Ľ, alebo všetky typu P: 2 body.
A2 Prevedenieprı́padu, keďsú všetky trojice typuP (alebo typuĽ) na sústavudvoch rovnı́c, napr.𝑎(F𝑛−1−1) =

−F𝑛𝑏 a 𝑏(F𝑛−1 − 1 + F𝑛) = −F𝑛𝑎): 1 bod.
A3 Dôkaz, že sústava v A2 nemá riešenie: 3 body.

Celkovo za neúplné riešenia udeľte súčet počtov bodov za A1, za A2 a za A3.
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