MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

RieSenia uloh krajského kola kategorie A

1 Prereélne ¢&isla x ay su &isla x + y a x? + y? celé. Musi byt aj ¢islo x3 + y3 celé?
(Tomas Barta)
RieSenie:
Nech x = (1 + \/§) /2ay = (1 - \/§) /2. Potom
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TakZe nemusf platit, Ze za danych podmienok je x3 + y3 celé ¢&islo.
Poznamka:

Hoci je uvedené rieSenie uplné, vysvetlime, ako dvojicu (x, y) najst. Plati
x3+y3=(x+y)>3—3x%y —3xy? = (x +y)® = 3xy(x + y).

KedZe x + y je celé ¢islo, je aj (x + y)3 celé &islo. To znamend, Ze x3 + y3 je celé ¢islo prave vtedy, ked 3xy(x +y)
je celé ¢islo. Dalej
(x+y)? =x% +y?+ 2xy,

teda
(x+y)? = (x* +y?)
y= B :
Cisla (x + y)? ax? + y? sti celé, a ak budti mat’ rdznu paritu, tak xy bude tvaru m/2, kde m je neparne celé &islo.
Plati tak

3m(x +y)

2 )
teda ak x + y bude neparne ¢&islo, tak 3xy(x + y) nebude celé ¢&islo, a preto ani x3 + y3 nebude celé ¢&islo. Staci
teda, aby x +y bolo neparne a x2 + y? parne. Napriklad v pripade x+y = 1ax2+y? = 2 (napriklad vyrieenim
kvadratickej rovnice vzniknutej z x% + (1 —x)? = 2) dostaneme x = (1 + \/§) /2ay = (1 - \/§) /2 zuvedeného
rieSenia.

3xy(x +y) =

Poznamka:
Je tieZ moZné vyjadrit x> + y3 len pomocou x + y a x? + y2. KedZe

(x+y)?—(x2+y?)
y = 2 )

po dosadeni do x® + y3 = (x + y)® — 3xy(x + y) a naslednej tiprave dostaneme

gyt = x+y)(B(x2+y?)—(x+¥)?)
> .

Rozborom parit ¢isel x + y a x% + y? dostaneme, Ze x3 + ¥y nie je celé &islo prave vtedy, ked' je x + y neparne
¢islo a x? + y? parne.



Poznamka:

Reélne ¢&isla x, y, pre ktoré st hodnoty x + y a x? + y? celé, no x3 + y3 celé nie je, su prave také, Ze

o) ={3 64,36},

kde s je neparne celé ¢islo ar = 4k + 3, kde k je prirodzené Cislo.
Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné body z vyssie popisanych postupov nasledovne:
A1l Vyjadrenie x3 + y3 = (x + ¥)® — 3xy(x + y), kde ¢len 3xy(x + ¥) je zapisany v si¢inovom tvare: 1 bod.
B1 Vyjadrenie xy = ((x +¥)? — (x? + %)) /2: 1 bod.
B2 Dokaz, Ze ak x + y a x? + y? maju rdznu parity, tak xy nie je celé &islo: 3 body.
C1 Vyjadrenie x3 + y3 len pomocou x + y a x2 + y? (teda bez vyskytu xy a podobne): 2 body.
X1 Spravna odpoved bez zd6vodnenia: 0 bodov.

Celkovo potom za neuiplné rieSenia dajte vacsi z poctov bodov za A1 a B1,za A1 a B2 aza C1.

Dokazte, Ze pre nekonecne vela prirodzenych cisel d existuju dve nesudelitelné nenulové prirodzené ¢islaa a b
také, Ze d je najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢fsel 5a® + b a 5b% + a.

(Tomas Barta)
RieSenie 1:
Uvedieme priklad nekonecne vela dvojic (a, b) nesudelitelnych ¢isel takych, Ze hodnoty nsd (Sa2 + b,5b% + a)
su navzajom rozne.

Najskoér prepiSeme nsd (Sa2 +b,5b% + a) ako najvacsi spolo¢ny delitel dvoch vyrazov, z ktorych jeden obsahuje
iba premennu a. Opakovane pri tom vyuZijeme tvrdenie, ktoré je zdkladom Euklidovho algoritmu, a to, Ze pre
lubovolné celé ¢isla u, v, ¢ plati nsd(u, v) = nsd(u, v + cu):

Plat{

nsd (5a® + b,5b% + a) = nsd (5a® + b,5b% + a — 5b (5a% + b)) = nsd (5a® + b, —25a®b + a)
=nsd (5a% + b, —25a%b + a + 25a% (5a% + b)) = nsd (5a® + b, 125a* + a) = nsd (5a® + b,a (125a% + 1)).
Nech b = 125a® — 5a? + 1, potom 5a% + b = 125a3 + 1. Ked%e a > 1, plati
b=125a3 —5a% +1=5a%(25a — 1) + 1> 1.
Potom
nsd (5a% + b,5b% + a) = nsd (5a? + b,a (125a® + 1)) = nsd (125a% + 1,a (125a% + 1))
=nsd (125a% + 1,a (125a% + 1) — a (125a® + 1)) = nsd (125a% + 1,0) = 125a° + 1.

Pre rozne a st hodnoty 125a3 + 1 rozne, vyhovujucich &isel d zo zadania je teda naozaj nekonecne vela.
RieSenie 2:

Nech p je prvocislo rozne od 5. Ndjdeme dvojicu (a, b) nesudelitelnych nenulovych prirodzenych cisel takych, ze
p | nsd (5a2 + b,5b% + a). Mnozina vyhovujucich ¢isel d zo zadania bude potom neohranicen3, a teda nekonecna.
Zamerajme sa na také dvojice (a, b), Ze b = a + p. Potom

5a?+b=(5a*+a)+p

5b2 +a=>5(a+p)?+a=(5a%+a)+p(10a + 5p).

Na to, aby obe ¢&isla 5a? + b aj 5b? + a boli nadsobkami p, sta¢i zaistit, Zze p | 5a® + a = a(5a + 1), teda a
alebo 5a + 1 je nasobok p. (Ak by vsak bolo a nasobok p, aj b ¢iZe a + p by bolo nasobok p, takZe a a b by boli
sudelitelné.)

Ak zvolime a tak, Ze p | 5a + 1, tak ¢isla a a b budu nesudelitelné: Ak by totiz existovalo prvocislo g, ktoré by
delilo a aj b ¢iZze a + p, delilo by aj ich rozdiel p, takze by platilo g = p. Mali by sme tedap | 5a + 1ajp | q,
z ¢oho p | 1, ¢o je vSak spor.

Ostava pre nekonecne vela prvocisel p najst a také, ze p | 5a + 1, t.j. 5a + 1 = kp pre vhodné prirodzené Cislo
k, a teda hladame a v tvare %. Rozoberme pripady:



e Akpmod5 =1,nechk =1,potoma = (p —1)/5.

e Akpmod5 = 2,nech k = 3, potoma = (3p —1)/5.

e Akpmod5 = 3,nech k = 2, potoma = (2p —1)/5.

e Akpmod5 = 4, nech k = 4, potoma = (4p — 1)/5.
V kazdom pripade je Citatel delitelny 5 a kladny, takZe a je nenulové prirodzené ¢islo a plati 5a + 1 = kp, teda
p|5a+1.
Pre kazdé prvocislo p rézne od 5 sme tak nasli dvojicu nesudelitelnych nenulovych prirodzenych ¢isel (a, b)
takych, ze p | nsd (5a% + b, 5b% + a).
Poznamka:

Koniec druhého riesenia je mozné skratit’ tak, Ze pouzijeme tzv. Dirichletovu vetu o aritmetickych postupnos-
tiach, ze prvocisel kazdého z tvarov 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3, 5k + 4 je nekonecne vela. Potom namiesto rozlisenia
Styroch pripadov staci uvazit l'ubovolny jeden z nich.

RieSenie 3:

Nech b = 6a + 1. Potom a a b st zrejme nesudelitelné a plati

562 +b=5a’+6a+1=Ga+1)(a+1)

5b% +a=5(6a+1)?+a=>5(36a?+12a+ 1) + a = 180a? + 61a + 5 = (5a + 1)(36a + 5).

To znamen4, Ze nsd (5a? + b, 5b% + a) je nésobok ¢isla 5a + 1.

KedZe cisel tvaru 5a + 1 je nekonecne vela, mnozina vyhovujucich Cisel d zo zadania je neohranicena, a teda
nekonecna.

Pokyny:
Vnetplnych rieSeniach, ktoré postupuju podobne ako prvé rieSenie (t.j. vyjadruji nsd (Sa2 + b,5b% + a) presne,
typicky pomocou Euklidovho algoritmu), udel'te ¢iasto¢né body nasledovne:
A1 Vyjadrenie nsd (5a% + b,5b% + a) = nsd (5a? + b, P(a)), kde P(a) zévisi len na a (napr. P(a) = 125a* +
a): 3 body.
A2 Popis nekonecne vela nesudelitenych dvojic (a, b), pre ktoré vyjdi réozne hodnoty nsd (5a2 + b,5b% + a),
vratane zdévodnenia (napr. (a, b) = (@, 125a® — 5a% + 1)): 6 bodov.
X1 Chybajuce zd6vodnenie, Ze skonsStruované Cisla a a b sd nesudelitelné: minus 1 bod.

.....

V neuplnych rieSeniach, ktoré postupuju podobne ako druhé a tretie vzorové rieSenie (t. j. ukazuju, Ze mnozina
vyhovujucich Cisel d obsahuje ndsobky nekonecne vela réznych ¢isel) udelte ¢iastocné body nasledovne:

B1 Dékaz, ¥eakd | 5a2 +bad | 5b2 + a, takd | (a — b)(5a + 5b — 1): 1 bod.

B2 Dokaz, e akd | 5a? + bad | 5b% + a, tak d | Q(a), kde Q(a) zavisi len na a (napr. Q(a) = 125a* + a): 2
body.

B3 Dokaz, Ze mnozina vyhovujucich ¢isel d obsahuje ndsobky nekonecne vela ¢isel (napr. uvazovanim dvojic
(%(p -1), %(p -1+ p), kde p je prvocislo tvaru 5k + 1, alebo dvojic (a, 6a + 1)): 4 body.
C1 Dokoncenie rieSenia za predpokladu, Ze mnozina vyhovujucich ¢isel d obsahuje ndsobky nekonecne vela

Cisel: 2 body:.

Celkovo udelte stucet poctu bodov za C1 a maxima z poc¢tu bodov za B1, za B2 a za B3.
Ciastkové body ziskané z réznych schém nemozno kombinovat.

Dany je konvexny Sestuholnik ABCDEF taky, Zze |AB| = |BC|, |CD| = |DE| # |AD|, |EF| = |FA| a |«BDC| +
|<EDF| = |<FDB|. Dokéite, 7e |<CBA| + |XEDC| + |%AFE| = 360°.

(Patrik Bak)
RieSenie:
Z podmienky |«BDC| + |XEDF| = |&FDB| vyplyva, Ze obraz polpriamky DC v osovej simernosti podla BD je
totoZny s obrazom polpriamky DE v osovej simernosti podla DF. To spolu s |CD| = |DE| implikuje, Ze obraz G

bodu C v osovej simernosti podla BD je totoZny s obrazom bodu E v osovej simernosti podla DF. Pritom plati
|IDG| = |DC| = |DE| # |DA|, takZe body A a G st rozne.



Z vlastnosti osovej simernosti mame |BG| = |BC| = |BA| a |GF| = |EF| = |FA|. To spolu s tym, Ze body A a G
su rozne, dava, Ze su tieto dva body osovo simerné podla BF.

KedZe G je obrazom bodov 4, C, E v osovych simernostiach postupne podla BF, BD, DF a Sestuholnik ABCDEF
je konvexny, bod G lezi vnutri trojuholnika DF B. Plati preto

|[«BGD| + |«FGB| + |«DGF| = 360°.
S vyuzitim osovych simernosti dalej dostavame
|«DCB| + |«BAF| + |XFED| = |&BGD| + |<FGB| + |<DGF| = 360°.
Sucet uhlov Sestuholnika ABCDEF je 720°, a preto

|%CBA| + |<EDC| + |%AFE| = 720° — (|<DCB| + |«BAF| + |<FED|) = 720° — 360° = 360°.

Poznamka:

Podmienka |AD| # |CD| = |DE] je dblezZita. V pripade |AD| = |CD| = |DE| by bol G totozny s bodom A a platilo
by |*BAF| = |<FED|+|«DCB| namiesto |*FED|+|<BAF|+|«DCB| = 360°. D4 sa tak ukazat, Ze dokazované
tvrdenie |XCBA| + |XEDC| + |XAFE| = 360° v tomto pripade nemusi platit.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach ocente ¢iastocné body z vyssSie popisanych postupov nasledovne:
A1l Uvedenie, Ze obraz priamky CD v osovej simernosti podla BD je totozny s obrazom priamky DE v osovej
sumernosti podla DF: 1 bod.

A2 Zdoévodnenie, Ze obraz bodu C v osovej sumernosti podla BD je totoZny s obrazom bodu E v osovej sumer-
nosti podla DF: 2 body.

B1 Dokaz, Ze body A a G st osovo sumerné podla BF: 2 body.
X1 Chybajuce zdévodnenie, ze body 4 a G st rézne: minus 1 bod.

C1 Dokoncenie rieSenia za predpokladu A2 a B1: 2 body.
Celkovo za netplné rieSenia udel'te sticet bodov za:

e maximum poctov bodov za Al a A2,
e maximum z 0 a suctu poctu bodov za B1 a X1,

e poctu bodov za C1.



4 Pozdl kruznice st napisané aspori $tyri realne ¢isla, pricom v kaZdej trojici susednych ¢&isel je jedno z nich
suctom zvysnych dvoch. Dokazte, Ze niektoré dve zo vSetkych napisanych ¢isel maji rovnaku absolitnu hodnotu.
(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Predpokladajme, Ze je mozné ¢isla napisat tak, Ze Ziadne dve nemajui rovnakd absolitnu hodnotu. Budeme
sa pozerat na trojice susediacich ¢isel. Trojicu (a, b, ¢) nazveme trojica typu L, ak platia = b + ¢, typu S, ak plati
b=a+c,atypuP,akplatic = a + b.

Ukazeme, Ze trojice susediacich ¢isel su bud’ vSetky typu L, alebo vSetky typu P.
Nech nie su vSetky typu L. Zoberme I'ubovolnu stvoricu susediacich cisel (a, b, ¢, d) takuy, Ze (a, b, ¢) nie je typu
L. Rozoberme pripady:

e Nechje (a,b,c) typuS.

Potom (b,c,d) = (a + c,c,d). Ak je typu L, tak a + ¢ = ¢ + d, z ¢oho a = d, Co je spor, a ak je typu S, tak
c=a+c+d,zcohoa = —d, coje spor.

Preto je (b, c,d) typu P.
e Nechje (a, b, c) typu P.

Potom (b,c,d) = (b,a+ b,d). Akje typu L,tak b = a + b + d, z coho a = —d, ¢o je spor, a ak je typu S, tak
a+b=b+d,zcohoa = —d, Coje spor.
Preto je (b, c,d) typu P.
Ak je teda niektora trojica typu S, tak vSetky dalSie trojice smerom doprava su typu P, a kedZe ¢isla st napisané
pozdlZ celej kruznice, vietky trojice st typu P.

Ostava tak vyries$it’ dva pripady: vSetKy trojice st typu P alebo vSetky trojice st typu L. Vzhladom na symetriu
sa stali zaoberat pripadom, ked’ st vSetky typu P.

Ak by sa medzi ¢islami vyskytovala 0, pre trojicu (0, x, y), kde x a y st ¢islanapravo od 0, by platiloy = x+0 = x,
¢o by bol spor. Preto st vSetky cisla nenulové.

Oznacme dve susedné Cisla a a b, tito dvojicu nazveme pociato¢na. Potom nasleduje a + b, a + 2b, 2a + 3b,
3a + 5b, ... Matematickou indukciou sa dokaze, Ze ¢islo o i napravo od pociatocnej dvojice je F;a + F;,1b, kde
(Fy)i2, je Fibonacciho postupnost (definovana Fy = 0, F; = 1,aaki € N, tak F;;, = F;41 + F;).

Oznaéme n pocet ¢isel pozdiz kruznice. Cislo o n — 1 napravo od pociato¢nej dvojice je &islo a a o n napravo od
pociatocnej dvojice je Cislo b. Plati preto
a=F,_1a+F,b,

b=F,a+F,.1b=F,a+ (F,_1 +F,)b,

po Uprave
a(F,_1 —1) = —F,b,

b(F,-1 —1+F,) =-F,a.
Po vynasobeni rovnosti a po ndslednom vykrateni nenulovym ¢islom ab dostavame
2
(Fnog =1+ F)(Fp1 — 1) =Fp

KedZen > 4,platiF,,_; —1 > 1.Nech d je najvacsi spolocny delitel ¢isel F,,_; —1aF, anech k al sinesudelitelné
Cislataké, ze F,,_; — 1 = dk aF,, = dl. Potom

(dk + dD)dk = (d1)?,
(k+ Dk =12
Ked%e k deli lavi stranu, musi delit’ aj pravi. Cisla k a [ st nestdelitelné, a preto k = 1. TakZe plati
(I+1D-1=102
l+1=1,
1=1(-1),

o je vSak spor, lebo 1 nie je sti¢in dvoch po sebe iducich celych cisel.

TakZe vo vSetkych pripadoch sme dostali spor s predpokladom, Ze je moZné ¢isla napisat’ tak, Ze Ziadne dve
nemaju rovnaku absolutnu hodnotu, preto vzdy maji niektoré dve rovnaku absolitnu hodnotu.



Poznamka:
UkaZeme iny sposob, ako dokazat, Ze ak n = 4, rovnost
2
(Fror =14+ F)Fpy — 1) =F,
neplati. Po Upravach dostaneme
2
Fo—Fu(Fpo1 — 1) — (Fpg — 1)2 = 0.
Cislo F, je teda korefi kvadratickej rovnice
x? —x(Fpq —1) = (Fpoy — 1)? =0,
145

td ma vsak korene (F,_; — 1) - - Pritom v pripade n > 4 plati F,,_; — 1 > 1, takze tato kvadraticka rovnica
ma4 iba iraciondlne korene, ¢o je spor.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach ocente ¢iasto¢né body z vysSie popisanych postupov nasledovne:
A1 Doékaz, Ze trojice su bud’ vSetky typu L, alebo vSetky typu P: 2 body.

A2 Prevedenie pripadu, ked’ si vSetky trojice typu P (alebo typu L) na stistavu dvoch rovnic, napr. a(F,,_;—1) =
—F,pab(F,.; —1+F,) =—F,a): 1bod.

A3 Dokaz, Ze sistava v A2 nemad rieSenie: 3 body.

Celkovo za neuplné rieSenia udelte sucet poctov bodov za A1, za A2 a za A3.

» vydali: Slovenska komisia MO a NIVAM - Narodny institit vzdelavania a mladeze
» recenzenti: Peter Novotny, Stanislav Krajci

¢ preklad: Peter Novotny



