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Riešenia úloh domácej prípravy kategórie B

1 Každej hrane štvorstena priradı́me jedno reálne čı́slo tak, aby každá stenamala rovnaký súčet čı́sel svojich troch
hrán. Najviac koľko zo šiestich čı́sel priradených hranám môže byť navzájom rôznych?

(Mária Dományová)
Riešenie:
Označme čı́sla na jednotlivých hranách ako na obrázku:

𝑢

𝑣

𝑤

𝑥

𝑦

𝑧

Platı́ teda
𝑢 + 𝑣 + 𝑥 = 𝑢 + 𝑤 + 𝑦 = 𝑣 + 𝑤 + 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧.

Z toho
(𝑢 + 𝑣 + 𝑥) + (𝑣 + 𝑤 + 𝑧) = (𝑢 + 𝑤 + 𝑦) + (𝑥 + 𝑦 + 𝑧),

2𝑣 = 2𝑦,
𝑣 = 𝑦.

Analogicky 𝑢 = 𝑧 a𝑤 = 𝑥, takže súčet čı́sel na hranách každej zo stien je zhodne 𝑢 + 𝑣 + 𝑤.
To teda znamená, že zo všetkých6 čı́sel sú najviac3 rôzne. Tento prı́pad nastane práve vtedy, keď sú rôzne všetky
tri čı́sla 𝑢, 𝑣,𝑤.

2 Prirodzené čı́slo sa končı́ dvojčı́slı́m 90. Dokážte, že súčin všetkých jeho kladných deliteľov je druhá mocnina
prirodzeného čı́sla.

(Ján Mazák)
Riešenie:
Cƽ ı́slo označme 𝑛. Keďže 𝑛 sa končı́ dvojčı́slı́m 90, platı́ 𝑛 = 4 ⋅25𝑘+90, kde 𝑘 je prirodzené čı́slo. Je tak deliteľné
2, ale už nie 22 čiže 4 Podobne je 𝑛 deliteľné 5, ale už nie 52 čiže 25. Ľubovoľný kladný deliteľ má teda tvar
2𝑎 ⋅ 5𝑏 ⋅ 𝑧, kde 𝑎, 𝑏 ∈ {0, 1} a 𝑧 je ľubovoľný kladný deliteľ 𝑛 nesúdeliteľný s 2 a 5. Zaϐixovanı́m dvojice hodnôt 𝑎
a 𝑏 a dosadenı́m všetkýchmožných hodnôt 𝑧 rozdelı́me všetky kladné delitele na 4 rovnako veľké skupiny. Počet
jeho deliteľnov je teda 4𝑠, kde 𝑠 je prirodzené čı́slo.
Keďže 𝑛 nie je druhá mocnina (inak by muselo byť deliteľné 22 a 52), je možné jeho kladné delitele rozdeliť na
2𝑠 dvojı́c so súčinom 𝑛, a to (𝑑, 𝑛/𝑑), kde 𝑑 je jeho deliteľ menšı́ √𝑛. Súčin všetkých kladných deliteľov 𝑛 je teda
𝑛2𝑠 čiže (𝑛𝑠)2, čo je druhá mocnina prirodzeného čı́sla 𝑛𝑠 .
Poznámka:
V prı́pade čı́sla 90 čiže 2 ⋅ 5 ⋅ 32 máme 𝑧 ∈ {1, 3, 9} a vyššie popı́sané skupiny vyzerajú takto:
• {20 ⋅ 50 ⋅ 1, 20 ⋅ 50 ⋅ 3, 20 ⋅ 50 ⋅ 9} čiže {1, 3, 9},
• {20 ⋅ 51 ⋅ 1, 20 ⋅ 51 ⋅ 3, 20 ⋅ 51 ⋅ 9} čiže {5, 15, 45},
• {21 ⋅ 50 ⋅ 1, 21 ⋅ 50 ⋅ 3, 21 ⋅ 50 ⋅ 9} čiže {2, 6, 18},
• {21 ⋅ 51 ⋅ 1, 21 ⋅ 51 ⋅ 3, 21 ⋅ 51 ⋅ 9} čiže {10, 30, 90}.

3 Na tabuli je nakreslená kružnica (bez stredu) a na nej tri rôzne body𝐴,𝐵,𝐶. Máme k dispozı́cii kriedu a trojuhol‑
nı́k s ryskou bez mierky. Ten nám umožňuje len viesť priamku ľubovoľnými dvoma bodmi a na danú priamku
viesť kolmicu daným bodom (nie nutne ležiacim na nej). Zostrojte stred kružnice vpı́sanej do trojuholnı́ka𝐴𝐵𝐶.

(Ema Cƽudaiová)



Riešenie 1:
Stred kružnice trojuholnı́ku vpı́sanej ležı́ je priesečnı́k osı́ jeho vnútorných uhlov, ich konštrukciu si teraz opı́še‑
me. Najprv si uvedomı́me, že os vnútorného uhla pri vrchole𝐴 pretne kružnicu opı́sanú v bode, ktorý je stredom
jej oblúka s krajnými bodmi 𝐵 a 𝐶, ktorý neobsahuje bod 𝐴, a to vďaka vete o obvodových uhloch. Ak zostro‑
jı́me dve takéto osi, ich priesečnı́k bude hľadaný stred kružnice vpı́sanej do trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶. Stačı́ teda vedieť
zostrojiť stredy oblúkov medzi bodmi 𝐴, 𝐵, 𝐶.
Naprı́klad stredyobochoblúkov skrajnýmibodmi𝐵 a𝐶 zostrojı́meakopriesečnı́kydanej kružnice (tedakružnice
opı́sanej trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶) s osou strany 𝐵𝐶, z nich potom vyberieme ten oblúk, ktorý neobsahuje bod 𝐴.
Os ľubovoľnej úsečky 𝑋𝑌 pomocou daných nástrojov zostrojı́me takto: Najprv bodom 𝑋 vedieme kolmicu na
priamku 𝑋𝑌 a na nej zvolı́me bod 𝑍 rôzny od 𝑋. Kolmica na 𝑋𝑍 vedená bodom 𝑍 pretne kolmicu na 𝑋𝑌 ve‑
denú bodom 𝑌 v bode𝑊. Sƽ tvoruholnı́k 𝑋𝑌𝑊𝑍 je zrejme pravouholnı́k a priesečnı́k jeho uhlopriečok 𝑄 ležı́ na
osi úsečky 𝑋𝑌, ktorú zı́skame ako kolmicu na priamku 𝑋𝑌 vedenú bodom 𝑄.

𝑋 𝑌

𝑊𝑍

𝑄

Riešenie 2:
Hlavnou myšlienkou nasledujúceho postupu je nájsť na ramenách uhla 𝐵𝐴𝐶 body 𝐷, resp. 𝐸 rovnako vzdialené
od vrcholu 𝐴 a os tohto uhla potom zostrojiť ako os úsečky 𝐷𝐸. Na nájdenie týchto bodov využijeme schop‑
nosť viesť daným bodom rovnobežku s danou priamkou. To vieme dvojitým opakovanı́m konštrukcie kolmice:
Ak chceme viesť rovnobežku s priamkou 𝑝 bodom 𝑋, zostrojı́me najprv kolmicu 𝑞 na 𝑝 bodom 𝑋, na 𝑞 zvolı́me
ľubovoľný bod 𝑄 rôzny od 𝑋 a tým vedieme kolmicu na priamku 𝑞. Druhou ingredienciou bude stred kružnice
𝑂, ktorý zostrojı́me ako priesečnı́k osı́ strán trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶, ktorých konštrukcia je vysvetlená v závere pred‑
chádzajúceho riešenia. Keďže |𝑂𝐵| = |𝑂𝐶|, stačı́ túto konϐiguráciu posunúť k bodu 𝐴.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷
𝐸

𝐹
𝐺

𝑂

Bodom𝑂 veďme rovnobežku s priamkou𝐴𝐵 a jej priesečnı́k s kružnicou, ktorý ležı́ v rovnakej polrovine určenej
priamkou 𝐴𝑂 ako 𝐵, označme 𝐹. Dƽ alej zostrojme rovnobežku bodom 𝐹 na priamku 𝐴𝑂 a jej priesečnı́k s priam‑
kou 𝐴𝐵 označme 𝐷. Výberom vhodného priesečnı́ka s kružnicou v prvom kroku sme zaručili, že 𝐷 ležı́ na pol‑
priamke 𝐴𝐵.
Analogicky zostrojı́me body 𝐺 a 𝐶. Všimnime si, že štvoruholnı́ky 𝐴𝑂𝐹𝐷 a 𝐴𝑂𝐺𝐸 sú rovnobežnı́ky, preto platı́
|𝐴𝐷| = |𝑂𝐹| = |𝑂𝐺| = |𝐴𝐸|.

4 Reálne čı́sla 𝑥 a 𝑦 splƵňajú nerovnosti 𝑥𝑦 ≥ 𝑥 + 𝑦 > 0. Akú najmenšiu hodnotu môže nadobúdať výraz 𝑥 + 𝑦?
(Patrik Bak)

Riešenie 1:
Obe čı́sla nemôžu byť nekladné, pretože potomby platilo 𝑥+𝑦 ≤ 0, a nemôže byť jedno kladné a druhé záporné,
pretože potom by platilo 𝑥𝑦 < 0. Obe čı́sla teda musia byť kladné.
Pre každé dve reálne čı́sla 𝑥 a 𝑦 platı́ nerovnosť (𝑥 + 𝑦)2 ≥ 4𝑥𝑦, lebo

(𝑥 + 𝑦)2 − 4𝑥𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 − 4𝑥𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = (𝑥 − 𝑦)2 ≥ 0.

Nech teraz kladné čı́sla 𝑥 a 𝑦 splƵňajú nerovnosti zo zadania. Potom platı́

(𝑥 + 𝑦)2 ≥ 4𝑥𝑦 ≥ 4(𝑥 + 𝑦),



čo po vydelenı́ kladným čı́slom 𝑥 + 𝑦 dáva 𝑥 + 𝑦 ≥ 4. Táto hodnota je dosiahnuteľná v prı́pade 𝑥 = 𝑦 = 2, takže
hľadaná najmenšia hodnota výrazu 𝑥 + 𝑦 je 4.
Poznámka:
Nerovnosť (𝑥 + 𝑦)2 ≥ 4𝑥𝑦, ktorú sme v riešenı́ vyššie dokázali a využili, je variantom tzv. A‑G‑nerovnosti
(nerovnosti medzi aritmetickým a geometrickým priemerom).
Na túto téme existuje mnoho študijných textov, napr. https://prase.cz/archive/29/9.pdf.
Riešenie 2:
Nech 𝑠 = 𝑥 + 𝑦, úlohu potom môžeme preformulovať takto: Pre ktoré najmenšie reálne čı́slo 𝑠 existujú reálne
čı́sla 𝑥 a 𝑦 také, že 𝑥𝑦 ≥ 𝑥 + 𝑦 = 𝑠 > 0? Ihneď vidı́me, že 𝑠musı́ byť kladné. Vyjadrenı́m a dosadenı́m 𝑦 = 𝑠 − 𝑥
dostávame podmienku 𝑥(𝑠 − 𝑥) ≥ 𝑠, ktorú ďalej upravı́me na nerovnosť 𝑥2 − 𝑠𝑥 + 𝑠 ≤ 0. Kvadratický trojčlen
s kladným vedúcim koeϐicientom nadobúda aspoň jednu nekladnú hodnotu, práve keď prı́slušná kvadratická
rovnica má aspoň jeden reálny koreň, čo je ekvivalentné s tým, že jej diskriminant je nezáporný. Platı́ teda 𝑠2 −
4𝑠 ≥ 0, po vydelenı́ kladným čı́slom 𝑠 dostávame ihneď 𝑠 ≥ 4. Táto hodnota je dosiahnuteľná v prı́pade 𝑥 =
𝑦 = 2, takže hľadaná najmenšia hodnota výrazu 𝑠 je 4.

5 Je daný konvexný štvoruholnı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷 taký, že |∢𝐴𝐵𝐶| = |∢𝐴𝐷𝐶| a |∢𝐵𝐶𝐷| = 3 |∢𝐵𝐴𝐷|. Body 𝑃 a 𝑄 ležia
postupne na úsečkách 𝐴𝐵 a 𝐴𝐷 tak, že 𝐴𝑃𝐶𝑄 je rovnobežnı́k. Nech 𝑂 je stred kružnice opı́sanej trojuholnı́ku
𝐶𝑃𝑄. Dokážte, že priamky 𝐴𝑂 a 𝐵𝐷 sú navzájom kolmé.

(Patrik Bak)
Riešenie:
Nech 𝛼 = |∢𝐵𝐴𝐷|, potom z druhej rovnosti zo zadania máme |∢𝐵𝐶𝐷| = 3𝛼. Potom

|∢𝐴𝐵𝐶| = |∢𝐴𝐷𝐶| = 360∘ − |∢𝐵𝐶𝐷| − |∢𝐵𝐴𝐷|
2 = 360∘ − 3𝛼 − 𝛼

2 = 180∘ − 2𝛼.

Z rovnobežnosti 𝑃𝐶 a 𝐴𝑄 vyplýva |∢𝐵𝑃𝐶| = |∢𝐵𝐴𝐷| = 𝛼, trojuholnı́k 𝐵𝐶𝑃 je teda rovnoramenný so základňou
𝑃𝐶. Analogicky je aj trojuholnı́k 𝐷𝐶𝑄 rovnoramenný so základňou 𝑄𝐶.
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Os úsečky 𝐶𝑃 prechádza vrcholom 𝐵 rovnoramenného trojuholnı́ka 𝐵𝐶𝑃 aj stredom 𝑂 kružnice opı́sanej tro‑
juholnı́ku 𝐶𝑃𝑄. Priamka𝐵𝑂 je tak kolmá na priamku𝑃𝐶, a teda aj na s ňou rovnobežnú priamku𝐴𝐷. Analogicky
sú kolmé 𝐷𝑂 a 𝐴𝐵, čiže 𝑂 je priesečnı́k výšok v trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐷, takže 𝐴𝑂 je kolmá na 𝐵𝐷.
Poznámka:
K rovnoramennosti trojuholnı́kov 𝐵𝐶𝑃 a 𝐷𝐶𝑄 sa dá dôjsť aj iným spôsobom: Keďže |∢𝐵𝑃𝐶| = 𝛼 = |∢𝐶𝑄𝐷|
a |∢𝑃𝐵𝐶| = |∢𝐴𝐵𝐶| = |∢𝐴𝐷𝐶| = |∢𝑄𝐷𝐶|, sú trojuholnı́ky 𝑃𝐵𝐶 a 𝑄𝐷𝐶 pri tomto poradı́ vrcholov podľa vety
uu podobné, a teda |∢𝐵𝐶𝑃| = |∢𝐷𝐶𝑄|. Zároveň súčet týchto dvoch (zhodných) uhlov je 2𝛼, pretože |∢𝐵𝐶𝐷| −
|∢𝑃𝐶𝑄| = 3𝛼 − 𝛼. Z toho |∢𝐵𝐶𝑃| = |∢𝐷𝐶𝑄| = 𝛼 a trojuholnı́ky 𝐵𝐶𝑃 a 𝐷𝐶𝑄 sú rovnoramenné.

6 Hracia plocha na obrázku sa skladá zo 61 pravidelných šesťuholnı́kov so stranou dlƵžky 1. Na každom polı́čku
môže stáť najviac jedna ϐigúrka. Dve ϐigúrky sa ohrozujú práve vtedy, keď stoja na polı́čkach so stredmi vzdi‑
alenými presne 3. (Polı́čka ohrozené ϐigúrkou na obrázku sú vyfarbené.) Najviac koľko ϐigúrokmôžeme umiest‑
niť na túto plochu tak, aby sa žiadne dve neohrozovali?



(Jozef Rajnı́k)
Riešenie:
Označme všetky polı́čka okrem stredového po troch čı́slami 1 až 20 tak, aby stredy polı́čok s rovnakými čı́slami
boli vrcholmi rovnostranných trojuholnı́kov so stranou dlƵžky 3, a to naprı́klad takto:
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Z každej takejto trojice polı́čok môže byť obsadené najviac 1, počet ϐigúrok na polı́čkach okrem stredového je
teda najviac 20 ⋅ 1 čiže 20. Spolu s prı́padnou ϐigúrkou v stredovom polı́čku je ich preto najviac 20 + 1 čiže 21.
Tento počet možno dosiahnuť naprı́klad takto:

• vydali: Slovenská komisia MO a NIVAM – Národný inštitút vzdelávania a mládeže

• recenzent: Stanislav Krajči

• preklad: Peter Novotný


