MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

RieSenia uloh domacej pripravy kategorie B

1 Kazdej hrane Stvorstena priradime jedno realne Cislo tak, aby kazda stena mala rovnaky sucet ¢isel svojich troch
hran. Najviac kol'ko zo Siestich ¢isel priradenych hrandm méze byt navzajom réznych?

(Maria Domanyova)
RieSenie:
Oznacme cisla na jednotlivych hranach ako na obrazku:

v x
u
Plati teda
utvtx=ut+tw+y=v+w+z=x+y+z
Z toho
utv+x)+(w+w+z)=(u+tw+y)+(x+y+2),
2v =2y,
v=y.

Analogicky u = z aw = x, takZe sucet Cisel na hranach kaZdej zo stien je zhodne u + v + w.

To teda znamena, Ze zo vSetkych 6 ¢isel st najviac 3 r6zne. Tento pripad nastane prave vtedy, ked’ st rozne vsetky
tri ¢isla u, v, w.

2 Prirodzené cislo sa konci dvojcislim 90. DokaZte, Ze sucin vSetkych jeho kladnych delitelov je druhd mocnina

prirodzeného ¢isla.
(Jan Mazak)

RieSenie:
Cislo ozna¢me n. KedZe n sa konéi dvojéislim 90, platin = 4- 25k + 90, kde k je prirodzené &islo. Je tak delitelné
2, ale uz nie 22 ¢&ize 4 Podobne je n delitelné 5, ale uz nie 52 ¢iZe 25. Lubovolny kladny delitel m4 teda tvar
29 .52 .z kde a, b € {0, 1} a z je lubovoIny kladny delitel' n nestdelitelny s 2 a 5. Zafixovanim dvojice hodnét a
a b adosadenim vSetkych moznych hodnét z rozdelime vSetky kladné delitele na 4 rovnako vel'ké skupiny. Pocet
jeho delitelnov je teda 4s, kde s je prirodzené ¢islo.

Ked%e n nie je druha mocnina (inak by muselo byt delitelné 22 a 52), je mozné jeho kladné delitele rozdelit’ na
2s dvojic so st¢inom n, a to (d, n/d), kde d je jeho delitel mensi /n. Sucin vietkych kladnych delitelov n je teda
n?s tize (ns)z, ¢o je druhd mocnina prirodzeného ¢isla n®.
Poznamka:
V pripade ¢isla 90 ¢ize 2 - 5 - 32 mame z € {1, 3,9} a vy$3ie popisané skupiny vyzeraju takto:
o {20.50.1,20.50.320.50.91¢j7e(1,3,9},
o {20.51.1,20.51.320.5%.9} ¢ize {5,15,45},
o {21.50.1,21.50.3 21.5%.9}¢ize {2,6,18},
o {21.51.1,21.51.3,21.51.9]¢ize {10,30,90}.

3 Natabulije nakreslena kruznica (bez stredu) a na nej tri rozne body 4, B, C. Mame k dispozicii kriedu a trojuhol-
nik s ryskou bez mierky. Ten ndm umoziuje len viest priamku l'ubovolnymi dvoma bodmi a na dant priamku
viest kolmicu danym bodom (nie nutne leziacim na nej). Zostrojte stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC.

(Ema Cudaiova)



RieSenie 1:

Stred kruZnice trojuholniku vpisanej leZi je priese¢nik osi jeho vnuatornych uhlov, ich konstrukciu si teraz opise-
me. Najprv si uvedomime, Ze os vnutorného uhla pri vrchole A pretne kruznicu opisanu v bode, ktory je stredom
jej oblika s krajnymi bodmi B a C, ktory neobsahuje bod 4, a to vdaka vete o obvodovych uhloch. Ak zostro-
jime dve takéto osi, ich priese¢nik bude hladany stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC. Staci teda vediet
zostrojit' stredy oblikov medzi bodmi 4, B, C.

Napriklad stredy oboch obltikov s krajnymi bodmi B a C zostrojime ako priese¢niky danej kruznice (teda kruznice
opisanej trojuholniku ABC) s osou strany BC, z nich potom vyberieme ten obluk, ktory neobsahuje bod A.

Os lubovolnej usecky XY pomocou danych nastrojov zostrojime takto: Najprv bodom X vedieme kolmicu na
priamku XY a na nej zvolime bod Z rézny od X. Kolmica na XZ vedena bodom Z pretne kolmicu na XY ve-
dent bodom Y v bode W. Stvoruholnik XYW Z je zrejme pravouholnik a priese¢nik jeho uhlopriecok Q leZi na
osi usecky XY, ktoru ziskame ako kolmicu na priamku XY vedent bodom Q.

Z w

RieSenie 2:

Hlavnou myslienkou nasledujiceho postupu je najst na ramenach uhla BAC body D, resp. E rovnako vzdialené
od vrcholu A a os tohto uhla potom zostrojit ako os usecky DE. Na najdenie tychto bodov vyuzijeme schop-
nost viest danym bodom rovnobezku s danou priamkou. To vieme dvojitym opakovanim konstrukcie kolmice:
Ak chceme viest rovnobezku s priamkou p bodom X, zostrojime najprv kolmicu g na p bodom X, na q zvolime
Iubovolny bod Q rézny od X a tym vedieme kolmicu na priamku gq. Druhou ingredienciou bude stred kruznice
0, ktory zostrojime ako priesecnik osi stran trojuholnika ABC, ktorych konstrukcia je vysvetlena v zavere pred-
chadzajiceho riesenia. KedZe |0B| = |0C]|, stadi tito konfiguraciu posunit’ k bodu A.

A

Bodom O vedme rovnobezku s priamkou AB a jej priesecnik s kruznicou, ktory lezi v rovnakej polrovine urcene;j
priamkou A0 ako B, ozna¢me F. Dalej zostrojme rovnobezku bodom F na priamku AO a jej priese¢nik s priam-
kou AB ozna¢me D. Vyberom vhodného priesecnika s kruznicou v prvom kroku sme zarucdili, ze D lezi na pol-
priamke AB.

Analogicky zostrojime body G a C. VSimnime si, Ze Stvoruholniky AOFD a AOGE su rovnobezniky, preto plati
|AD| = |OF| = |0G| = |AE].

Reélne ¢isla x a y splfiajii nerovnosti xy = x + y > 0. Aki najmens$iu hodnotu méZe nadobtdat vyraz x + y?
(Patrik Bak)

RieSenie 1:

Obe ¢isla nem6zu byt nekladné, pretoze potom by platilo x +y < 0, a nemdze byt jedno kladné a druhé zaporné,

pretoZe potom by platilo xy < 0. Obe ¢isla teda musia byt kladné.

Pre kaZdé dve realne ¢isla x a y plati nerovnost’ (x + y)? > 4xy, lebo

(x+y)2—dxy=x>+2xy+y?—dxy=x2—-2xy+y?>=(x—y)? = 0.
Nech teraz kladné &isla x a y spifiaji nerovnosti zo zadania. Potom plati

(x+y)? = 4xy = 4(x + ),



¢o po vydeleni kladnym ¢islom x + y dava x + y > 4. Tato hodnota je dosiahnutelna v pripade x = y = 2, takze
hladana najmensia hodnota vyrazu x + y je 4.

Poznamka:

Nerovnost (x + y)? > 4xy, ktort sme v rieSenf vyssie dokéazali a vyuzili, je variantom tzv. A-G-nerovnosti
(nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom).

Na tuto téme existuje mnoho Studijnych textov, napr. https://prase.cz/archive/29/9.pdf.

RieSenie 2:

Nech s = x + y, Glohu potom médZeme preformulovat takto: Pre ktoré najmensie redlne ¢islo s existuju realne
Cislax ay také, ze xy = x +y = s > 0? Ihned vidime, Ze s musi byt kladné. Vyjadrenim a dosadenimy = s — x
dostavame podmienku x(s — x) > s, ktorti dalej upravime na nerovnost’ x? — sx + s < 0. Kvadraticky troj¢len
s kladnym veducim koeficientom nadobtida aspoii jednu nekladnu hodnotu, prave ked’ prislusna kvadraticka
rovnica ma aspohi jeden realny koret, ¢o je ekvivalentné s tym, Ze jej diskriminant je nez4porny. Plat{ teda s2 —
4s = 0, po vydeleni kladnym ¢islom s dostdvame ihned s > 4. Tato hodnota je dosiahnutelna v pripade x =
y = 2, takZe hladana najmensia hodnota vyrazu s je 4.

Je dany konvexny Stvoruholnik ABCD taky, ze |*ABC| = |<XADC| a |«BCD| = 3|«BAD]|. Body P a Q leZia
postupne na useckiach AB a AD tak, Zze APCQ je rovnobeZnik. Nech O je stred kruZnice opisanej trojuholniku
CPQ. Dokazte, Ze priamky AO a BD su navzajom kolmé.

(Patrik Bak)
RieSenie:

Nech a = |€BAD|, potom z druhej rovnosti zo zadania madme |<BCD| = 3a. Potom

360° — [«BCD| — |«BAD| _ 360° —3a —a

IABC| = [¢ADC| =
|«ABC| = |4DC| ; -

= 180° — 2a.

Z rovnobeznosti PC a AQ vyplyva |<BPC| = |€BAD| = a, trojuholnik BCP je teda rovnoramenny so zakladiiou
PC. Analogicky je aj trojuholnik DCQ rovnoramenny so zakladiiou QC.

Os usecky CP prechadza vrcholom B rovnoramenného trojuholnika BCP aj stredom O kruznice opisanej tro-
juholniku CP Q. Priamka BO je tak kolméa na priamku PC, a teda aj na s iou rovnobeznu priamku AD. Analogicky
su kolmé DO a AB, ¢ize O je priesetnik vysSok v trojuholniku ABD, takze AO je kolma na BD.

Poznamka:

K rovnoramennosti trojuholnikov BCP a DCQ sa da dojst aj inym spésobom: KedZe |[<BPC| = a = |«CQD|
a |¥PBC| = |¥ABC| = |®ADC| = |¥QDC|, su trojuholniky PBC a QDC pri tomto poradi vrcholov podla vety
uu podobné, a teda |[«BCP| = |«DCQ|. Zaroven sucet tychto dvoch (zhodnych) uhlov je 2a, pretoze |[*BCD| —
|«PCQ| = 3a — a.Z toho |¥BCP| = |«DCQ| = a a trojuholniky BCP a DCQ st rovnoramenné.

Hracia plocha na obrazku sa sklada zo 61 pravidelnych $estuholnikov so stranou dizky 1. Na kazdom poli¢ku
moZe stat najviac jedna figirka. Dve figirky sa ohrozuju prave vtedy, ked' stoja na polickach so stredmi vzdi-
alenymi presne 3. (Policka ohrozené figiirkou na obrazku st vyfarbené.) Najviac kol'ko figirok moZeme umiest-
nit na tuto plochu tak, aby sa Ziadne dve neohrozovali?



(Jozef Rajnik)
RieSenie:
Oznacme vSetky policka okrem stredového po troch cislami 1 az 20 tak, aby stredy poli¢ok s rovnakymi ¢islami
boli vrcholmi rovnostrannych trojuholnikov so stranou dlzky 3, a to napriklad takto:

Z kazdej takejto trojice policok moze byt obsadené najviac 1, pocet figurok na polickach okrem stredového je
teda najviac 20 - 1 ¢iZe 20. Spolu s pripadnou figirkou v stredovom policku je ich preto najviac 20 + 1 ¢ize 21.

Tento pocet moZno dosiahnut napriklad takto:

¢ vydali: Slovenska komisia MO a NIVAM - Narodny institat vzdelavania a mladeze
* recenzent: Stanislav Krajci

» preklad: Peter Novotny



