MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

RiesSenia uloh domacej pripravy kategorie C

1 Rozhodnite, ¢i existuje prirodzené ¢islo zapisané navzajom ré6znymi ciframi
a) 1az8,
b) 1az9

také, Ze kazda jeho vnutorna cifra deli dvojciferné ¢islo tvorené zlava doprava jej susedmi. (Napriklad ¢islo 1324
ma takuto vlastnost, pretoze 3 deli 12 a 2 deli 34.)

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
a) Vyhovuje napriklad ¢islo 53174628, pretoze 3 deli 51, 1 deli 37, 7 deli 14, 4 deli 76, 6 deli 42 a 2 deli 68.
b) Nech takéto ¢islo neexistuje.

Pozrieme sa na delitelnost niektorymi jednocifernymi ¢islami. Najskor rozliSime parne a neparne cifry. Nie-
ktora parna cifra je urcite vnitorna, a potom je parna aj cifra napravo od nej (dvojciferné ¢islo tvorené sused-
mi zlava doprava musi byt parne). Opakovanim tejto ivahy zistujeme, Ze za prvou parnou vnuatornou cifrou
uz nasleduju iba parne cifry (mohlo by sa vsak stat, Ze prva cifra je parna a oddelena od zvySnych parnych
cifier). Specialne posledna cifra je parna.

Cifra 5 musi byt prvou cifrou. Keby bola vnitornou cifrou, napravo od nej by bola cifra 0 alebo 5, ale zadanie
0 nepripusta a 5 sa neopakuje. Podla predoslého odseku neméze byt poslednou cifrou. Ked' je prva cifra 5,
teda neparna, musia parne cifry tvorit suvisly blok ,vpravo“ a neparne cifry savisly blok ,vlavo“

Cifra 9 musi byt v bloku neparnych cifier posledna. Inak by existovalo dvojciferné ¢islo tvorené ciframi 1, 3,
5,7 adelitelné 9. O delitelnosti 9 rozhoduje ciferny sucet, ale ziadny zo sac¢tov1+3,1+5,14+7,3+5,3+7,
5 + 7 nie je delitelny 9.

Cifra 7 (rovnako ako 1 a 3) je teda v bloku neparnych cifier vo vnutri. Deli tak nejaké dvojciferné ¢islo tvorené
ciframi 1, 3, 5,9.Z ¢isel 13, 15, 19, 31, 35,39, 51, 53,59, 91, 93, 95 st1 iba 35 a 91 delitelné 7. Lenze cifra 5 je
nutne prva a za cifrou 9 uz Ziadna neparna cifra byt nemoze. Pre obe ¢isla 35 a 91 dostavame spor s poziciou
cifry 5, resp. 9, a preto ziadne vyhovujuce ¢islo neexistuje.

RieSenie 2:
a) Ako vrieSeni 1.

b) Rovnako ako v prvom rieSeni zistime, Ze vyhovujuice ¢islo sa sklada z bloku neparnych cifier, za ktorym
nasleduje blok parnych cifier, a Ze prvou cifrou je 5.

UkaZeme, Ze napravo od cifry 1 je najviac jedna neparna cifra. Keby tam boli aspon dve neparne cifry - oznac-
me ich zlava X a Y - znamenalo by to, Ze X deli dvojciferné ¢islo 1Y. To sa stat nemozZe, pretoze 13, 17 aj 19
su prvocisla.

Oznacme druht cifru A a tretiu B. Z predchadzajiceho odseku vieme, ze A # 1. Dvojciferné cislo 5B tak
nemoZe byt 53 ani 59, pretoZe ide o prvocisla. NemoZe to byt ani 51, pretoZe by za cifrou 1 boli eSte dalSie
dve neparne cifry. Preto B = 7 a A = 3. Za trojcislim 537 mda nasledovat' 1 alebo 9, avs$ak ani jedno z ¢isel 31,
39 nie je delitelné 7. Hladané Cislo teda neexistuje.

Poznamka:

OpiSeme este, akym spdsobom objavit Cislo 53174628 v Casti a). Rovnako ako v casti b) déjdeme k tomu, Ze
v bloku neparnych cifier musi byt cifra 5 prva, a z posledného odseku vyplyva, Ze v tomto bloku je cifra 7 posled-
na. Cifry 1 a 3 st teda vnutorné a navzajom susedné. O delitelnosti 3 rozhoduje ciferny sucet a zo suctov 1 + 7
a 5 + 1 je iba druhy delitelny 3. TakZe jediné pripustné poradie v ramci bloku neparnych cifier je 5317.

Parny blok cifier sa musi zacat cifrou 4, pretoze 7 deli z dvojcifernych ¢isel zac¢inajtcich cifrou 1 iba ¢islo 14.
Potom nasleduje 2 alebo 6, pretoze 4 deli 72 a 76. Variant 531742 nemozno predizit’ ani dvoj¢islim 68 ani dvoj-
&islim 86. Variant 531746 je mozné prediZit iba dvoj¢islim 28. Navyse sme tak ukazali, Ze ¢islo 53174628 je
jediné mozné.

2 Uvazujme prirodzené ¢isla a, b, c také, ze ¢islaa, b, c,a+b, b+c, c+a st navzajom rozne a sucet troch najvacsich
z nich je 75. Urcte najvacsiu moznu hodnotu vyrazu a + b + c.



(Patrik Bak)
RieSenie:
Ak vezmeme akékolvek tri z uvedenych cisel, ich sticet bude podla zadania najviac 75. Plati tak

(@a+b)y+b+c)+(c+a)<75

2a+2b+2c <75,

a+b+c<37.
Hodnota 37 je dosiahnutelna napriklad v pripadea = 19, b = 17,c = 1. Sestica ¢isel jepotom 1,17, 18,19, 20,
36 a sucet troch najvacsich je naozaj 19 + 20 + 36 Cize 75.
Poznamka:
Riesenie je stru¢né a asi nie je vidiet, ako sme nan prisli. OpiSeme preto prirodzenejsie tvahy vyplyvajice
zo zadania.

Ulohy ¢isel a, b, ¢ st zamenitelné, preto mdzeme predpokladat, ze a > b > c.Potoma + b,a+c >a > b > c,
takZe a + b aj a + ¢ medzi tri najvacsie ¢isla patria, ale b a ¢ nie.

Rozoberme pripady:
¢ Nech medzi tri najvacsie ¢isla patri b + c.

Potom
(a@a+b)+(@a+c)y+((b+c)=75,

2a+ 2b+ 2c =75,
a+b+c=375,

o je spor. Tento pripad teda nenastava.
¢ Nech medzi tri najvacsie ¢isla patri a.

Potom
(a+b)y+(a+c)+a=175

3a+b+c=75
a+b+c=75-2a,

z Coho vyplyva, Ze hladame ¢o najmensiu hodnotu a, avsak zarovein a musi byt dostatocne vel'ké, aby patrilo
medzi tri najvacsie Cisla, Specidlne je vacsie ako b + c. Preto

75=3a+b+c<3a+a=4a,

19 < a.

Z predchadzajuceho odseku vieme, Ze a = 19, apotom b + ¢ = 75 — 3 - 19 = 18 a vhodne zvolime b a c.

3 V stvorcekovej sieti tvorenej Stvorcami so stranou 1 je dana kruznica so stredom v mrezovom bode a s po-
lomerom 2, ktord pretina priamky siete v 12 bodoch. Dokazte, Ze tieto priese¢niky s vrcholmi pravidelného
12-uholnika.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Nech S je stred kruznice a Ay, ..., A1 su v kladnom smere jej priesec¢niky s priamkami siete, pricom A, lezi na
kladnej vodorovnej polosi.



Potom body A;; a A; su simerné podla vodorovnej osi a lezZia na rovnobezkach, ktoré su vzdialené 2, takze
|A1,A4,] = 2. KedZe aj |SA;1| = [SA;| = 2, trojuholnik SA;;4; je rovnostranny. Preto ma uhol A;;SA; velkost
60°, takZe jeho polovica 4;SA; ma velkost 30°, ¢o je tretina pravého uhla 4ySA4;.

Analogicky je tretina tohto uhla aj A;SA4, Cize A,SA3, a teda aj A;SA,, takZe vSetky tieto tri uhly sd zhodné.

Z dovodu osovych sumernosti podla vodorovnej a zvislej osi st s nimi zhodné vSetky ostatné uhly 4;SA (i 11) mod 12
kde i € {0, ..., 11}. To vSak znameng, Ze 12-uholnik 4, ... A, je pravidelny.

N3ajdite vSetky Stvorciferné ¢isla abcd také, ze

E+a=1/abcd

cd —ab =5.
(Maria Domanyova)
RieSenie:
Nech x = ab ay = cd. Podmienky zo zadania potom mdZeme prepisat ako sustavu rovnic pre x a y. Zo zadania
plati abcd = 100 - x + y, takZe rieSime ststavu rovnic

x+y=4100x +y,

y—x=>5.

Vyjadrenim y = x+5 z druhej rovnice a dosadenim do prvej rovnice po umocneni na druht vznikne kvadraticka

rovnica
2x +5=v101x + 5,
(2x+5)2 =101x + 5,
4x% 4+ 20x + 25 = 101x + 5,
4x%2 —81x +20 = 0.

T mozeme riesit podla znameho vzorca alebo si vSimneme, Ze plati
4x% — 81x + 20 = (4x — 1)(x — 20),

z ¢oho vzhladom na pozadovant prirodzenost x = 20. Potom y = 25 a abcd = 2025. Cislo 2025 zrejme spiia
obe rovnosti zo zadania.

Nech sa uhlopriecky lichobeznika ABCD pretinaji v bode P a ich osi sa pretinaju v bode M leziacom na jeho
zakladni AB. Dokazte, Ze P je stredom kruznice vpisanej do trojuholnika CDM.

LN

(Jaroslav Svréek)

Riesenie:




KedZe M leZi na osi usecky AC, trojuholnik AMC je rovnoramenny s hlavnym vrcholom M. Uhly DCA a CAB su
striedavé, takze

|%<DCP| = |<DCA| = |<CAB| = |<CAM| = |<ACM| = |«PCM| = |<MCP)|,

ateda CP je osuhla DCM.
Analogicky je DP os uhla CDM, takZe P je stred kruznice vpisanej do trojuholnika CDM.

Na pekaci je 21 buchiet, 10 z nich je plnenych lekvarom, zvySnych 11 tvarohom. MéZeme poloZit' 10 otazok.
V kazdej otazke ukazeme na dve buchty a kuchar ndm povie, ¢i maji rovnaku napln alebo kazda inu. Je mozné
pytat sa tak, aby sme o aspon jednej buchte s istotou zistili, ¢im je plnena?

(Jozef Tkadlec, Felix Schroder)
RieSenie:
Ano, je to mozné.
Oznacme jednu buchtu za vyvolenti a zvy$nych 20 buchiet rozdel'me do dvojic, na ktoré sa postupne pytame.

Buchty, na ktoré sme dostali odpoved’ ,rézne”, Gplne vyradime. Tym ubudne rovnako vela lekvarovych buchiet
ako tvarohovych. Zostalo ndm teda k lekvarovych a k + 1 tvarohovych buchiet (celkom 2k + 1 buchiet).

Uvazujeme uz iba k odpovedi ,rovnaké“ Medzi 2k buchtami, na ktoré sme sa pytali, je nutne parny pocet lek-
varovych a parny pocet tvarohovych. Vyvolena buchta je teda toho typu, z ktorého je medzi 2k + 1 buchtami
neparny pocet kusov.

Konkrétne, ak je k (pocet lekvarovych buchiet) neparne, je medzi 2k + 1 buchtami neparny pocet lekvarovych,
a teda vyvolend buchta je lekvarova. Ak je k parne, je k + 1 (pocet tvarohovych) neparne, tak je medzi 2k + 1
buchtami neparny pocet tvarohovych, a teda vyvolena buchta je tvarohova.
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