MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

1 Rodina dvoch dospelych s dvoma neplnoletymi detmi sa vydala na lyZovacku. V lyziarskom areadli je cena skipasu
pre dospelého vyjadrena v celych desiatkach eur, detsky skipas je o 60 eur lacnejsi. Areal pontka dve zlavy. Prva
je zlava 10 % na skipas pre kazdého. Druha zlava je rodinny listok, v ktorom su detské skipasy zlacnené o 20 %
a skipasy pre dospelych st za plnu cenu.

Rodina si najskor chcela kupit vSetky Styri listky v 10 %-nej zlave. Nakoniec v8ak pri kuipe skipasov mama vyuzi-
la 10 %-nu zlavu a otec si spolo¢ne s detmi kupil rodinny listok. Takto ich vysli skipasy vyhodnejSie. Najmenej
kol'’ko mohol stat' nezlavneny listok pre dospelého?

(Tomas Barta)
RiesSenie:
Vsetky ceny budeme uvadzat v eurach. Cenu skipasu pre dospeli osobu ozna¢me x. Cena skipasov pre celu
rodinu bez zliav je 2x + 2(x — 60) ¢iZe 4x — 120. Cena skipasov s uplatnenou 10 %-nou zlavou by teda bola
0,9 - (4x — 120) ciZe 3,6x — 108. Cena skipasov v pripade, Ze mama vyuZije 10 %-nu zlavu a otec s detmi si kdpi
rodinny listok, je 0,9x + x + 0,8 - 2(x — 60) ¢iZe 3,5x — 96. To je vyhodnejsie ako 10 %-n4 zlava prave vtedy, ked’
plati

3,5x — 96 < 3,6x — 108,
t.j.
12 < 0,1x,
120 < x.

Skipas pre dospeld osobu musi stat viac desiatok eur ako 12, jeho minimdlna cena je teda 13 desiatok eur ¢ize
130 eur.
Poznamka:

Cena skipasu pre dospelého je celo¢iselny nasobok desiatok eur. Uloha sa teda da vyrie$it postupnym overenim
pripadov x = 70, x = 80 a tak dale;j.

Pokyny:

1 bod za formulaciu ceny bez akejkolvek zlavy v zavislosti od neznamej x; 1 bod za vyjadrenie ceny v 10 %-nej

zlave; 1 bod za vyjadrenie ceny v druhom pripade; 2 body za vytvorenie nerovnice a jej spravne vyrieSenie; 1
bod za zrozumitelnost' a kvalitu komentara.

Spravne rieSenie zistené skisanim ohodnotte podla systematickosti tipovania a zdévodnenia, Ze rieSenie je je-
diné.

2 Nijdite vSetky Stvorciferné prirodzené cisla s nasledujtcimi vlastnostami:

e Na mieste desiatok je cifra 5.
e Po odstraneni poslednych dvoch cifier vznikne ¢islo, ktoré je 103-krat mensie.
(Karel Pechous)
RieSenie:
Podla prvej podmienky ma ¢islo tvar ab5c, kde a, b, ¢ s nezname cifry a a # 0. Podla druhej podmienky plati

ab5c = 103 - ab.
Tuato rovnost moZeme ekvivalentne upravit takto:
100 - ab + 5¢ = 100 - ab + 3 - ab,

5c=3-ab.

Trojnasobok ¢isla ab je teda v rozsahu od 50 do 59. Nasobky troch v tomto rozsahu su len 51, 54 a 57. Zod-
povedajuce Cisla ab st nasledne 17,18 a 19.

VSetky cisla s tymito vlastnostami si 1751, 1854 a 1957. SkuSkou potvrdime, Ze vSetky tri rieSenia vyhovuju
zadaniu.



Poznamka:
Druhd podmienka zo zadania méZe byt napisana ako

1000a + 100b + 50 + ¢ = 103(10a + b),

o po ekvivalentnych tpravach dava
50 + ¢ = 3(10a + b).

Pokyny:
1 bod za zapis pomocou neznamych; 2 body na dpravu a analyzu moZnosti; 1 bod za kazdy spravny vysledok
(dokopy 3 body za vsetky tri rieSenia).

Prirodzené ¢islo nazveme kockové, ak jeho zapis obsahuje cifru alebo skupinu po sebe nasledujucich cifier, ktora
je zapisom tretej mocniny kladného celého ¢isla. (Napriklad ¢isla 279 a 729 st kockové, ale ¢isla 297 a 792 nie.)

Urcte pocet vSetkych trojcifernych kockovych ¢isel, ktoré su tvorené iba parnymi ciframi.

(Monika Dillingerova)
RieSenie 1:
Najviac trojciferné ¢isla, ktoré su tretie mocniny,

1,8,27, 64,125, 216,343,512, 729.

V tomto zozname nie je Ziadne vyhovujice kockové c¢islo. Vyhovujuice ¢isla musia obsahovat dvojcislie 64 alebo
Cislo 8 (tieto moznosti sa navzajom nevylucuji). DalSie povolené cifry sua 0, 2, 4, 6.
Aby sme nic nevynechali alebo nezahrnuli nieco dvakrat, trojciferné ¢isla budeme hladat postupne:
o Cisel obsahujtcich cifier 8 na prvom mieste je 5- 5 ¢ize 25 (na zvy$nych miestach mozu byt l'ubovolné parne
cifry).
e Zvysnych Cisel obsahujucich cifru 8 na druhom mieste je 3 - 5 ¢ize 15 (na prvom mieste nemoze byt 0 alebo
uz v predchadzajicej moznosti zapocitana cifra 8).
e Zvysnych cisel obsahujucich cifru 8 na tretom mieste je 3 - 4 ¢iZe 12 (na prvom mieste nemoZe byt 0 ani 8,
na druhom mieste nemdze byt cifra 8).
o Zvysné Cisla zacinajuce sa dvojcislim 64 su 4 (na tretom mieste uz neuvaZujeme cifru 8, ktora je zapocitana
vyssie).
o Zvysné Cisla konciace sa dvojcislim 64 su 3 (na prvom mieste neuvazujeme ani cifru 0 ani cifru 8).
Vyhovujtcich kockovych ¢isel je 25 + 15 + 12 + 4 + 3 ¢ize 59.
RieSenie 2:
Budeme scitavat pocty vyhovujucich ¢isel v jednotlivych stovkach (maji rovnaku cifru na pozicii stoviek).
» Akjenapozicii stoviek cifra 2, tak vyhovuje 5 ¢isel, ktoré maju na pozicii desiatok cifru 8 (na pozicii jednotiek
mozZu mat ktorukolvek z cifier 0, 2, 4, 6, 8), 5 ¢isel, ktoré maji na pozicii jednotiek cifru 8 a ¢islo 264. Spolu
je to 10 cisel, lebo v prvych dvoch skupinach sme ¢islo 288 zaratali dvakrat.

e Situdcia s cifrou 4 na pozicii stoviek je analogicka. Pribudne dalsich 10 ¢isel s pozadovanymi vlastnostami.

» Ak je na pozicii stoviek cifra 6, tak k desiatim ¢islam pribudnu Styri cisla, ktoré sme eSte nezaratali (s dvoj-
Cislim 64 na zaciatku), a to 640, 642, 644 a 646 (648 nie, lebo je uz zaratané pri cifre 8).

¢ Ak je na pozicii stoviek cifra 8, tak na zvySnych dvoch pozicidch mézu byt ktorékolvek z uvazovanych cifier.
Cisel, ktoré vyhovuji podmienkam tlohy, bude 5-5 ¢ize 25. Ziadne z nich nebolo zaratané v predchadzajicich
skupinach.
Spolu preto mame 2 - 10 + 14 + 25 cize 59 Cisel.
Pokyny:
1 bod za tretie mocniny mensie ako 1000 a zaver, Ze iba 64 a 8 mézeme pouzivat; 3 body za analyzu poctu cisel
podla pozicie cifry 8; 2 body za analyzu moznosti pre dvojcislie 64 a celkovy vysledok.

Uplny vypis moznosti s komentarom ohodnotte pInym poétom bodov. Pri vypisovani moznosti za kazdé zabud-
nuté ¢islo alebo ¢islo navyse strhnite 1 bod.

V trojuholniku ABC je na strane AB bod D, na strane BC je bod E a bod F je priesecnik useciek AE a CD. Obsahy
trojuholnikov ADF, AFC a CFE st postupne 35 cm?, 70 cm? a 20 cm?.

Urcte obsahy trojuholnikov DEF a BED.



(Iveta Jancigova)

RieSenie 1:

Situaciu, ktorti popisuje zadanie tilohy, mdZeme znazornit takto (vyznac¢ené obsahy trojuholnikov st v cm?):
c

A D B

Na obrazku existuje vela dvojic trojuholnikov, ktoré maju spolo¢ny aspoii jeden vrchol a vySku (napriklad troj-
uholniky CFE a FDE so spolo¢nym vrcholom E a vySkou na stranu CD, resp. FD prechadzajicou cez bod E).
Vieme, Ze pre kazdu takito dvojicu trojuholnikov je pomer ich obsahov rovnaky ako pomer diZok stran leZiacich
oproti spolocnému vrcholu. Vyuzime tento poznatok opakovane, najskor pre dvojicu trojuholnikov ADF a AFC.
Pre tsecku CD a jej rozdelenie bodom F plati

S(AFD) : S(AFC) = |FD| : |CF]|.
Podobne pre dvojicu trojuholnikov DEF a ECF plati
S(DEF) : S(ECF) = |FD| : |CF].
Porovnanim tychto dvoch rovnosti a po tiprave vyjadrime neznamy obsah:
S(DEF) : S(ECF) = S(ADF) : S(AFC),
S(DEF) : 20cm? = 35cm? : 70 cm?,
S(DEF) = 20cm? - 35 : 70 = 10 cm?.
Pre Usecku BC a jej rozdelenie bodom FE plati
S(BED) : S(DEC) = |BE| : |[EC| = S(ABE) : S(AEC),

takze
S(BED) : S(DEC) = S(ABE) : S(AEC),
S(BED) : (S(DEF) + S(ECF)) = (S(DBE) + S(DEF) + S(ADF)) : (S(AFC) + S(CEF)),
S(BED) : (20 cm? + 10 cm?) = (S(BED) + 10 cm? + 35 cm?) : (70 cm? + 20 cm?),
S(BED) : 30 cm? = (S(BED) + 45 cm?) : 90 cm?,
90 - S(BED) = 30 (S(BED) + 45 cm?),
90 -S(BED) = 30 - S(BED) + 30 - 45 cm?,
60 - S(BED) = 1350 cm?,
S(BED) = 1350 cm? : 60 = 22,5 cm?.




Obsahy trojuholnikov DEF a BED su teda 10 cm?, resp. 22,5 cm?.
Poznamka:

Opisané vlastnosti sa daju vyuzit réznymi sposobmi, napr. zdévodnenie v druhej casti problému stvisiaceho
s delenim usecky AB dava

S(BED) : S(EAD) = |DB| : |AD| = S(CDB) : S(CAD),
¢o po dosadeni znamych obsahov a uprave vedie k rovnakému vysledku ako vyssie:
S(BED) : S(EAD) = S(CDB) : S(CAD),
S(BED) : (S(DEF) + S(ADF)) = (S(BED) + S(DEF) + S(ECF)) : (S(AFC) + S(ADF)),
S(BED) : (10 cm? + 35cm?) = (S(BED) + 10 cm? + 20 cm?) : (70 cm? + 35 cm?),
S(BED) : 45cm? = (S(BED) + 30 cm?) : 105 cm?,
105 - S(BED) = 45 (S(BED) + 30 cm?),
105 - S(BED) = 45 - S(BED) + 45 - 30 cm?,
60 - S(BED) = 1350 cm?,
S(BED) = 1350 cm? : 60 = 22,5 cm?.
Pokyny:

1 bod za sformulovanie opakovane pouZzivaného vztahu o pomeroch obsahov trojuholnikov (so spolo¢nou vys-
kou) vzhladom na pomer zakladni; 2 body za vypocet a zdévodnenie vypoctu obsahu trojuholnika DEF; 2 body
za vypocet a zdovodnenie vypoctu obsahu trojuholnika BED; 1 bod za prehladnost uprav a kvalitu komentara.

Ak ziak riesi ilohu postupom, ktory sa odliSuje od vSetkych tu uvedenych rieseni, ale ilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma sa zvoli tak, aby
Co najlepsie koresSpondovala s ndvrhom hodnotenia tu uvedenym.

Opét upozornujeme na moznost zverejnit vysledkovi listinu okresného kola na oficialnej stranke Slovenskej komisie MO https://skmo.sk. Staci
poslat’ vysledkovt listinu e-mailom na adresu skmo@skmo.sk v takom formate, v akom si ju Zelate zverejnit na internete.

Prosime, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu: Ak prave 5 Ziakov dosiahne viac bodov ako Ziak X. Y. a prave 3 Ziaci
(vratane X. Y.) dosiahnu rovnako vela bodov ako X. Y., tak ziakovi X. Y. patri v poradi 6.-8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym
postupom sa urcuje umiestnenie vsetkych ziakowv.
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