MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Riesenia uloh Skolského kola kategorie C

1 Viralne video ziskava pocas kazdého 24-hodinového intervalu rovnaky pocet novych pozreti. Na webe sa pocet
pozreti ukazuje zaokrihleny nadol na celé miliény. Predvcerom napoludnie web ukazoval 1 milion pozreti, v€era
napoludnie 2 miliény, dnes napoludnie 4 miliény. Kol'’ko milidnov to moZze byt zajtra napoludnie? (Najdite vSetky
moznosti.)

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Skuto¢né mnoZstvo v milionoch pozreti dnes na poludnie ozna¢me a. Vieme, Ze 4 < a < 4,999999. Prirastok
poctu pozreti od jedného poludnia k nasledujicemu poludniu je zakazdym rovnaky, oznac¢me ho b.

Napriklad v pripade a = 4,25 a b = 1,6 je situacia takato:

Cas miliony pozreti | ukazovatel na webe
predvCerom na poludnie 1,05 1
vCera na poludnie 2,65 2
dnes na poludnie 4,25 4
zajtra na poludnie 5,85 5

Zmena pocitadla z 2 miliénov na 4 miliény znamena, Ze dnes ma video aspoi 4 miliény pozreti a v€era ich malo
najviac 2,999999 milidna, teda b = 4 — 2,999999 > 1. Zajtra na poludnie tak bude web ukazovat aspoii 5
miliénov, pretozea + b >4+ 1 = 5.

Zmena z 1 miliéna na 2 milidny znamena, Ze v€era malo video najviac 2,999999 miliéna pozreti a predvcerom
ich malo aspoil 1 milién, teda b < 2,999999 — 1 < 2. Zajtra na poludnie tak bude web ukazovat nanajvys 6
miliénov, pretoZe a + b < 4,999999 + 2 = 6,999999.

UZ sme ukazali, Ze hodnota 5 sa na webe naozaj mdze objavit. Hodnota 6 sa ukaze napriklad v pripade a = 4,85
ab=109:

cas miliény pozreti | ukazovatel na webe
predvcerom na poludnie 1,05 1
vCera na poludnie 2,95 2
dnes na poludnie 4,85 4
zajtra na poludnie 6,75 6

Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite Ciasto¢né kroky nasledovne:

A1l [1bod] Spravna odpoved’ (aj bez zdévodnenia), Ze rieSenim budu obe ¢isla 5 aj 6.

A2 [1 bod] Postupnost' 4 ¢isel nezaokrahlenych poctov pozreti (napr. (1,05, 2,65, 4,25, 5,85)) dokazujuca, Ze
na webe moZe byt ¢islo 5. Postupnost je mozné v principe nahradit napriklad vztahom (a, b) = (4,25, 1,6)
s komentarom, Ze potom sa kazdé z ¢isel zaokruhli ,spravne”

A3 [1 bod] Postupnost 4 ¢isel nezaokrihlenych poctov pozreti (napr. (1,05, 2,95, 4,85, 6,75)) dokazujuca, Ze
na webe moze byt ¢islo 6. Postupnost je mozné v principe nahradit napriklad dvojicou (a, b) = (4,85, 1,9)
s komentarom, Ze potom sa kazdé z Cisel zaokruhli ,spravne®.

B1 [1 bod] Ulohu sa podari aspori ¢iasto¢ne previest’ do matematického jazyka a kdekolvek sa objavi oboj-
stranny odhad. Napriklad sa zavedd premenné a, b ako vo vzorovom rieSeni (alebo aspon jedna z nich)
a objavi sa obojstranny odhad typu 4 < a < 5 (ten by spravne mal byt 4 < a < 5, ale drobné nepresnosti
tolerujte).

B2 [1 bod] Zddévodnenie, Ze a + b = 5 (staci ivaha bez pouzitia premennych).

B3 [1 bod] Zddévodnenie, Ze a + b < 7 (staci ivaha bez pouzitia premennych).

Celkovo potom za neuplné riesenia dajte sticet pocCtov bodov za A1, za A2, za A3, za B1, za B2, za B3.
Pritom ak sa objavia v rieSeni oba kroky A2 a A3, automaticky dajte aj bod za A1. Podobne ak sa objavia v rieSeni
oba kroky B2 a B3, automaticky dajte aj bod za B1.

V krokoch B1, B2, B3 tolerujte, ked’ rieSenie pracuje s nerovnostami b = 1,b > 1 ¢i b = 1,000001 (posledné
vyplyva z faktu, Ze pocet pozreti je celé ¢islo a rieSenia méZu tento fakt pouZivat aj bez komentara). Podobne
pristupujte k nerovnostiam b < 2,b < 2,b < 1,999999.



Sucastou uplného riesenia je nielen ukazat, Ze iné hodnoty ako 5 alebo 6 sa objavit nemozu, ale aj zdovodnit,
Ze obe tieto hodnoty sa objavit mézu (typicky konstrukciou postupnosti, ako je uvedené v krokoch A2, A3).
Ak v inak Gplnom rieSeni chybaja presne kroky A2, A3, dajte 5 bodov.

Rozhodnite, & sa da obdiznik
a) 3V2 x 4,
b) 3vV2 x 42
bezo zvys$ku rozrezat’ na pravouhlé rovnoramenné trojuholniky s odvesnami dizky 1.
(Pavel Calébek, Jaroslav Svréek)
RieSenie:
a) Obsah obdlZnika 3v2 x 4 je 12+/2, zatial ¢o obsah jedného trojuholnika je % Museli by sme obd{Znik rozrezat

1 , : . P . . L v Y . “ v
na 12v2 : 2 zhodnych trojuholnikov, o vSak nie je prirodzené ¢islo, takze rezanie bezo zvySku nemozno
vykonat.

b) Obdiznik je moZné rozrezat’ napriklad tak, ako je nakreslené na obrazku:

Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky nasledovne:

C1 [1 bod] Spravna odpoved’ (aj bez zdévodnenia alebo s uplne zlym zdévodnenim), Ze pripad a) nepdjde,
zatial’ o pripad b) pdjde.

B1 [3 body] Obrazok, ktory dokazuje, Ze obdiZnik 3v2 X 4/2 je moZné rozrezat. Uznavajte aj slovny popis,
podla ktorého je mozné obrazok jednoznacne nakreslit. Pokial popis nie je jednoznacny, ale mozno odhad-
nut, ako bol zrejme mysleny, dajte ¢ast bodov.

Al [3body] Kompletné zdovodnenie, Ze obdlZnik 32 x 4 nie je moZné rozrezat (typicky pomocou argumentu
s obsahom).

A2 [2 body] Zdévodnenie, ze obdiznik 3v2 X 4 rozrezat nemozno, v ktorom sa rozoberaj pripady, ako ktory
trojuholnik umiestnit, pricom je vynechany iba jeden pripad, ktory je velmi lahké dokoncit a tento vyne-
chany pripad je podobny uz rozobranému pripadu.

A3 [1bod] Snaha zdévodnit, Ze obdiznik 3v2 X 4 rozrezat nemozno, pri¢om sa rozoberaju pripady, ako ktory
trojuholnik umiestnit, je vynechany viac ako jeden pripad, ale Ziadny z vynechanych pripadov sa dalej
nevetvi na podpripady a kazdy vynechany pripad mozno vylucit myslienkou, ktora sa uz objavila v rozo-
branych pripadoch.

A4 [0bodov] Snaha zd6vodnit, Ze obdiznik 3v2 x4 rozrezat' nemozno, pri¢om sa rozoberaju pripady, ako ktory
trojuholnik umiestnit, a niektoré pripady st vynechané. Len ¢o sa niektory z vynechanych pripadov dalej
vetvi na podpripady alebo nie je jasné, Ze ho moZno vylucit pouzitim myslienky, ktord sa uz objavila,
neudelujte za tato snahu Ziadne body.

Celkovo za netplné rieSenia dajte maximum z poc¢tu bodov za C1 a zo sti¢tu poctu bodov za B1 a maxima z poc¢tov
bodov za Al,za A2 a za A3.

Argument s obsahom pouzity v Casti a) povazujeme za pristupny pre kazdého. Napriek tomu sa zrejme objavia
pokusy zdovodnit ¢ast a) inym spésobom a bude dost naroc¢né tieto pokusy ohodnotit. Domnievame sa, ze
vel'’ka vacsina z nich skonc¢i v kategdrii A4, pretoze rozbory tohto typu majd tendenciu sa vetvit' tak rychlo, ze
byva velmi tazké na Ziadny pripad nezabudnuit.

Pre lepsiu predstavu, ako mozu vyzerat snahy vyriesit ¢ast a) rozborom, uvedieme jedno také rieSenie, zimerne
spisané ,jazykom Studentov” a na niektorych miestach ho doplnime nasimi poznamkami pisanymi sivou farbou,
ktoré azda pomdzu porozumiet, ako to asi bolo myslené.

a) Pravouhly trojuholnik ma strany 1, 1, V2 Pytagorova veta..
Je jasné, Ze pri strane dizky 3v2 musia byt 3 prepony Argument by mohol byt presnejsi, ale naozaj je dosta-
to¢ne zrejmé, ze rovnost m-14+n-v2 = 3v2 pre prirodzené m an nastane iba v pripadem = 0,n = 3, aj ked



formalne by sme mali povedat, Ze v pripade n # 3 mbZeme napisat’ v2 = %, a tym dostat spor s iracional-

nostou /2. a pri stranach dfZky 4 musia byt 4 odvesny. Na 1. obrazku je strana 3v2 pokryta preponami a na
stranach dizky 4 je nakresleny zakazdym len jeden trojuholnik (ktorého umiestnenie je jednoznaéne uréené),
pretoZe ostatné trojuholniky je mozné umiestnit viacerymi spdésobmi. Rozoberieme moznosti, ako pokryt
zvyraznené tsecky dizky 1.

¢ Obe su pokryté preponami. Potom obe prepony budu precnievat a ich trojuholniky sa prekryjq, pozri 2.
obrazok. ,Precnievanie” nie je matematicky pojem, ale myslienka je popisana zrozumitelne.

¢ Jedna je pokrytd odvesnou, jedna preponou. Bez ujmy na v§eobecnosti To si naozaj moézeme dovolit' vda-
ka symetrii obdlZnika podla vodorovnej osi. je preponou pokryta spodna Nepresny termin, ale z obrazka
je zrejmé, ktora tsecka sa mysli.. Novy trojuholnik (zvyrazneny na 3. obrazku) urcuje umiestnenie troj-
uholnika pod nim a jeho zvyrazneny roh nemozno pokryt bez precnievania Obe zvyraznené tsecky su
krat$ie ako 1 a kazda z nich musi byt pokryta stranou dizky aspoti 1. Napravo od zvyrazneného rohu teda
dojde k prekrytiu trojuholnikov, ¢o znamen4, Ze tadialto cesta nevedie..

¢ Obe su pokryté odvesnami. Uvazujme dalej tieto dva trojuholniky (na obrazkoch zvyraznené), ktorych
odvesny pokryvaju zvyraznené usecky z 1. obrazku. Znovu rozliSime rézne pripady:

¢ Oba trojuholniky maji vodorovné prepony. Potom je urcené umiestnenie trojuholnikov nad nimi
a pod nimi ako na 4. obrazku. Dve zvyraznené tsecky je potrebné pretiahnut Ich diZky sii mengie
ako 1, takze & uz ich pokryjeme preponou dizky V2, alebo odvesnou dizky 1, budii ,pretiahnuté®. a na-
sledne vyplnit Stvorec - jeho pravy roh bude mat problém. Zvyraznené tise¢ky na 1. obrazku maju
dlzku 3 — V2, ¢o sa neda pokryt presne, takZe obe budu pre¢nievat’ a dojde k prekrytiu trojuholnikov
TakZe tadialto cesta nevedie..

¢ Jeden trojuholnik (bez ujmy na vSeobecnosti spodny) ma vodorovnu preponu, jeden zvisld. Potom
je uréené umiestnenie trojuholnika pod tym, ktory ma vodorovnu preponu, pozri 2. obrazok. Zvyraz-
nend tse¢ku dizky v2 mozno pokryt jedine preponou Keby sme ju ,pokryli“ odvesnou dlzky 1, zostane
nam tsecka dizky /2 —1, ktori bez prekryvania nepokryjeme., takZe vznikne 3. obrazok a dostaneme
sa do situdcie zo 4. obrazku 1. Stvorice. O nej uz vieme, Ze vedie k sporu..
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¢ Oba trojuholniky maji zvisli preponu, pozri 4. obrazok. Zvyraznent tse¢ku dizky 2v/2 mozno pokryt
jedine dvoma preponami, takZe musime dvoma trojuholnikmi dokoncit' Stvorce, ako to uz je na 4.
obrazku. nakreslené, a sme znovu v situacii zo 4. obrazku 1. Stvorice obrazkov. O nej uz vieme, Ze
vedie k sporu..

Formuldcie v tomto rieSeni nie su prili§ exaktné (¢o by bolo velmi ndro¢né), ale st v principe spravne, myslienky
je mozné sledovat a mohli by sme tak udelit' 3 body za krok A1l. Ak by rieSenie zabudlo napriklad druhy pod-
pripad tretieho pripadu), mohli by sme udelit 2 body za krok A2. Keby rieSenie zabudlo cely treti pripad, udelili
by sme uz 0 bodov (A4), pretoZe prechod od 4. obrazku 1. Stvorice k 1. obrazku 2. Stvorice vyzaduje myslienku
spretiahnutia“ zvyraznenych tseciek a ,vyskladania“ eSte jedného Stvorca, ¢o v predchadzajucich prvych dvoch
pripadoch nebolo potrebné.

Predpokladajme, Ze Sest celych Cisel a, b, ¢, a + b, b + ¢, ¢ + a je navzijom réznych, aspon jedno je neparne,
aspon jedno parne a sucet vSetkych neparnych Cisel je rovny suctu vSetkych parnych cisel. Najdite vSetky mozné
hodnoty vyrazua + b + c.

(Patrik Bak)



RieSenie 1:
RozliSime pripady podla poctu parnych ¢isel medzi ¢islami a, b, c.

e VSetky st parne. Potom su parne aj ¢islaa + b, b + ¢, ¢ + a, Co zadanie vylucuje.

e Prave dve su parne. Potom z ¢isel a + b, b + ¢, ¢ + a je iba jedno parne, takZe celkom mame 3 parne ¢isla
a 3 neparne cisla. Sucet (troch) parnych cisel je Cislo parne, zatial' o stcet troch neparnych cisel je ¢islo
neparne, takZe tento pripad nastat nemoze.

e Prave jedno je parne. Bez ujmy na vSeobecnosti je a parne. Potom z ¢isela+ b, b + ¢, c + a je parne iba b +c.
KedZe stcet parnych cisel je rovny suctu neparnych, platia+ (b+c¢) = b+c+ (a+b) + (c + a) apo tGprave
a+ b+ c = 0. Tento pripad mdZe naozaj nastat: Aka = 1,b = 2,¢c = =3, taka+b =3,b+c = —1,
¢ + a = —2 a sicet parnych ¢isel je 0, rovnako ako stucet neparnych ¢isel.

e Ziadne nie je parne. Mame tak tri neparne ¢isla a, b, ¢ a tri parne ¢islaa + b, b + ¢, ¢ + a. Rovnako ako vyssie
sucet (troch) parnych cisel je parny, zatial' Co stcet troch neparnych ¢isel je neparny, takze tento pripad
nastat nemoze.

Sucet a + b + ¢ nadobtida jedine hodnotu 0 a pre tito hodnotu naozaj existuji vhodné &isla a, b, ¢ spiiiajiice
zadanie dlohy.

Poznamka:

Ukazali sme, Ze pripad d) nastat nemdZe. Namiesto toho by sme mohli v pripade d) napisat rovnost a+b +c¢ =
(a+b)+ (b +c)+ (c+a) todaznovua+ b+ c = 0,anezaoberat sa tym, i tento pripad mdZe alebo nemdze
nastat.

RieSenie 2:

Sucet vSetkych cisel je 3(a + b + ¢). Ak oznacime P sucet vSetkych parnych ¢isel a N sucet vSetkych neparnych
Cisel, tak zrejme P + N = 3(a + b + c). Podla zadania P = N, takZe 2P = 2N = 3(a + b + c), o znamena, Ze
a + b + c je parne. Medzi ¢islami a, b, c je tak bud’ prave jedno parne ¢islo, alebo su vsetky parne.

o Ak su vSetky parne, ide o prvy pripad z prvého riesenia.

» Ak je prave jedno Cislo parne, ide o treti pripad z prvého riesenia.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite ¢iasto¢né kroky nasledovne:

A1l [1 bod] Spravna odpoved’ (aj bez zdévodnenia), Zze hodnota stictu a + b + c je jedine 0.

A2 [1bod] Rozli$enie pripadov podla poétu parnych ¢isel (¢ poctu neparnych &isel). Casto asi pdjde o ich pocet
medzi ¢islami a, b, ¢, ale m6Ze to byt aj medzi ¢islami a + b, b + ¢, ¢ + a ¢i medzi vSetkymi 6 ¢islami, mozZno
velmi vynimocne pojde aj o ind mnozinu cisel.

A3 [1 bod] Zistenie, Ze za nejakych okolnosti musi platit a + b + ¢ = 0. Napriklad v prvom rieSeni platilo
a+ b + ¢ = 0 v pripade, Ze jedno z Cisel a, b, ¢ bolo parne.

B1 [1bod] Priklad trojice &isel (a, b, c), ktora spiiia vietky podmienky zadania. Podmienky nie je nutné overovat’
explicitne, rieSitelom mo6Zu pripadat zrejmé.

C1 [1 bod] Vylucenie nejakého pripadu pouzitim podmienky zo zadania, Ze medzi Siestimi ¢islami je aspon
jedno neparne. V prvom rieSeni to bolo vylicenie pripadu a).

C2 [2 body] Vyltucenie nejakého pripadu (alebo viacerych pripadov) pouzitim podmienky zo zadania, Ze stucet
vSetkych neparnych ¢isel je rovny suctu vsetkych parnych ¢isel. V prvom rieSeni to bolo vyldcenie pri-
padov b) a d), pretoze sucet (troch) parnych ¢isel je parny, zatial ¢o stcet troch neparnych ¢isel je neparny.
V druhom rieSeni sme podmienku zo zadania napisali ako P = N a ziskali z nej, Ze a + b + ¢ je parne, ¢im
sme vylucili pripad, Ze a + b + c je neparne. Je to rovnaké ako vylacit pripad, v ktorom Ziadne z Cisel a, b, ¢
nie je parne, a pripad, v ktorom dve z Cisel a, b, ¢ st parne (to znovu zodpoveda pripadom b) a d) z prvého
rieSenia).

Celkovo potom za neuplné rieSenia dajte sucet poctov bodov za B1, za C1, za C2 a za maximum z poctu bodov
za Al a za sucCet bodov za A2 a za A3.

Ak chyba rozobratie nejakého pripadu, dajte najviac 5 bodov.
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