MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

RieSenia uloh 1. diia celostatneho kola kategorie A

1 Pre kladné realne ¢isla x, y, z plati x2 + y2? + z2 = 75 a dva z troch st¢tov x + y, y + z, z + x st aspohi 10. Urcte
najmensiu a najvac¢siu moznd hodnotu zvySného suctu.
(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Bez ujmy na vSeobecnosti nech x + y = 10 a z + x = 10. DokaZeme, Ze najmensia moznd hodnota zvy$ného
suctu je 10/3 a najvacsia mozna hodnota je 10.
Hodnotu 10/3 je moZné dosiahnut v pripade (x,y,z) = (25/3,5/3,5/3) a hodnotu 10 je moZné dosiahnut
v pripade (x,y,z) = (5,5, 5).
e Dokaz horného odhaduy + z < 10:
Nech y + z > 10. KedZe pre reélne ¢islaa a b plati 0 < (a — b)?, ateda 2ab < a? + b?, plati

300=3-102< (x +y)?2+ (v +2)* + (z + x)?
=2(x2+y*+2z%)+2xy +2yz+2zx < 4(x? + y* +2z%) =475 = 300,
¢o je spor.
e Dokaz dolného odhaduy +z = 10/3:

Plati x < 10, pretoZe v opa¢nom pripade x? + y? + z? > x? > 100 > 75.Pretoy,z > 10 — x > 0, a teda
y?,z? > (10 — x)2. Dostavame tak

75=x2+y2+2z2>x%+ (10 —x)? + (10 — x)? = 3x? — 40x + 200,
0 > 3x2 —40x + 125 = (x — 5)(3x — 25),
5 < x < 25/3.

Z toho uz dostavame

25 10
y+z2(10-0)+(10-x)=20-2x220-2 — = —.

RieSenie 2:

Necha = %(y+z),b = %(z+x),c = %(x+y).Potomx=b+c—a,y= c+a—b,z=a+b—c.Bezujmy
na vSeobecnostinechx +y > 10az +x = 10,t.j.b = 5a c = 5. Chceme najst najmenSiu a najvacsiu moznu
hodnotu vyrazu y + z Cize 2a.

Plati
0=x2+y2+2z2-75=(b+c—a)>+(a+c—b)?+(@a+b—c)*>-75

=3a? +3b% + 3c? — 2ab — 2bc — 2ca — 75 = 3a® — 2(b + c)a + (3 (b% + ¢2) — 2bc — 75).
Cislo a je teda rie$enie kvadratickej rovnice
0=3t2-2(b+c)t+(3(b?+c?)—2bc—75)

s neznamou t, takze

c 2(b+c)i\/4(b+c)2—4-3(3(b2+c2)—2bc—75)} {b+ci\/225—8(b2+c2)+8bc
a = )
2-3 3

z ¢oho

b +c —+/225 —8(b% + c2) + 8hc - b+ c ++/225 — 8(b% + c2) + 8bc
a .
3 =0 3

Pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a kvadratickym priemerom dostaneme

2
- b+ c++/225—8(b? + c2) + 8hc <\/b2+c2+\/225—8(b2+c2)+8bc
a
= 3 = 3



_Jb2+c2+225—8(b2+c2)+8bc _J225—7(b2+c2)+8bc
a 3 B 3

5;

_\/225—3(b2+c2)—4(b—c)2<j225—3(b2+c2)<\/225—3(52+52)_
B 3 = 3 = 3 B

ateda
y+z=2a<10.

Rovnako ako v prvom riesenti je tato hodnota dosiahnuta v pripadex =y =z = 5.

Plati tieZ
- b+c—225-8(b%+c?) +8bc _ (b+c)—+/225—4(b*+c?) — 4(b — c)?
4= 3 - 3
- (b +¢) — /225 — 4 (b2 + c?2) - (5+5)—225—-4(52+52) 5
= 3 - 3 -3
ateda

10
y+z=2a=—.
3
Rovnako ako v prvom riesenti je tato hodnota dosiahnuta v pripade x = 25/3ay =z =5/3.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik a nech T je jeho tazisko. Nech P je bod kratSieho oblika s krajnymi bodmi B
a C kruZnice opisanej ABC a nech Q je pata kolmice z bodu P na tisecku BC. Nech X je priese¢nik priamky QT
arovnobeZzKky s BC cez bod A anech S je stred tsecky PX. DokazZte, Ze |*BAP| = |&<SAC]|.

(Michal Janik)
RieSenie:
Najskor vyriesime pripad, ked je bod P stred kratSieho obluka s krajnymi bodmi B a C kruZnice opisanej troj-
uholniku ABC. Priamka AP je tak os uhla BAC. Bod Q je v tomto pripade stred usecky BC, takze QT splyva
s taznicou z vrcholu A. Bod X tak splyva s bodom A4 a bod S lezi na priamke AP. KedZe AP je os uhla BAC, plati
|«BAP| = |«SAC]|.
Vo zvysku rieSenia predpokladajme, Ze bod P je rézny od stredu kratSieho oblika s krajnymi bodmi B a C
kruZnice opisanej trojuholniku ABC. Nech R je bod na kruZnici opisanej trojuholniku ABC rézny od bodu P
taky, Ze plati PR || BC.Z tejto rovnobeZnosti vyplyva, Ze BPRC je rovnoramenny lichobeznik, a teda obvodové
uhly BAP a RAC maju rovnaki vel'kost. Aby sme ukazali, Ze plati |*BAP| = |«SAC]|, stadi ukazat, Ze body 4, S,
R lezia na priamke.
UkaZeme, Ze APRX je rovnobeznik. Vieme, Ze plati AX || BC a BC || PR, takZe AX || PR. Staci tak ukazat, Ze
|AX| = |PR|.
Nech M je stred dsecky BC. KedZe body M aj Q leZia na priamke BC, z rovnobeZnosti AX a BC mame, Ze troj-
uholniky TAX a TMQ st rovnolahlé so stredom T, preto

|AX|  |AT|
IMQl  IMT|
lebo T je tazisko ABC.

KedZe BPRC je rovnoramenny lichobeznik a je symetricky podla osi BC, plati |PR| = 2 - |[MQ|, a preto plati
|AX| = 2 - |MQ| = |PR|. To spolu s rovnobeZnostou PR a AX dava, Ze APRX je rovnobezZnik. Bod S je stred
jeho uhlopriecky PX, takZe je to priesecnik jeho uhlopriecok, a teda leZi aj na uhlopriecke AR (dokonca je to jej
stred). Preto |«BAP| = |XRAC| = |«SAC|.

A X

BY M C
P R



3 Povieme, Ze skupina ludi je trojzndmostovd, ked' sa kazdy jej Clen pozna presne s tromi dalsimi clenmi a skupinu
nie je mozné rozdelit na dve neprazdne casti tak, aby kazdy ich ¢len mal vSetkych svojich znamych vo svojej
Casti. (Vztah zndmosti je vzajomny.) Urcte najvacsie prirodzené Cislo k také, ze k > 3 a existuje prirodzené cislo
n také, Ze z kazdej trojzndmostovej skupiny aspoii s n lud'mi sa dd vybrat aspon k 'udi a posadit ich k okrithlemu
stolu tak, Ze sa kazdi dvaja susedia poznaju.

(Jozef Rajnik)
RieSenie:
Ukazeme, Ze k = 5. Skupinu l'udi, v ktorej mozno vybrat k l'udi a posadit’ ich okolo okruihleho stola tak, aby
sa kazdi dvaja susedia poznali, budeme volat' k-okriihla.

Najskor ukaZeme, Ze Ziadne k také, Ze k > 6, nevyhovuje. To spravime tak, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n
najdeme trojznamostovu skupinu 4n + 10 I'udi, ktora nie je k-okrahla. Konstrukcia je znazornena na obrazku.
Vrcholy grafu zodpovedajﬁ ludom, hrany zodpovedaju znamostiam.

4i+3 in+7
_4l+2 l4n+6
4i+5 4n+9
4i+ 4 4-n+8

Clenov oc¢islujeme od 1 po 4n + 10 a celd skupinu rozdelime na n + 2 ¢asti:
e Clenovia 1, 2, 3, 4, 5 s dvojicami zndmych {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3,5}, {3, 5};
e prekazdéiz{l,..,n}clenovia4i+2,4i+3,4i+4,4i+5 s dvojicami znamych {4i+2,4i+ 3}, {4i+2,4i+ 4},
{4i+3,4i + 4}, {4i +3,4i + 5}, {4i + 4,4i + 5};
e Clenoviad4n + 6,4n+ 7,4n + 8,4n + 9, 4n + 10 s dvojicami znamych {4n + 6,4n + 7}, {4n + 6,4n + 8},
{4n+7,4n + 9}, {4n + 7,4n + 10}, {4n + 8,4n + 9}, {4n + 8,4n + 10}.

Okrem toho sa pre kazdé i z {1, ..., n + 1} poznaju eSte dvojice {4i + 1, 4i + 2}, ktoré st tak jedinym prepojenim
svojich Casti.
Takato skupina l'udi je zrejme trojzndmostova.

Ak by za stolom sedeli dvaja I'udia z r6znych casti, po oboch oblikoch stola medzi nimi by musela sediet ta ista
dvojica {4i + 1, 4i + 2} pre niektoré i z {1, ..., n + 1}. Preto za stolom mo6Zu sediet len ¢lenovia jednej casti. KedZe
kazda ¢ast ma najviac 5 ¢lenov, nemozno za okruhly st6l usadit viac ako 5 l'udi.

Vo zvysku riesenia dokaZzeme sporom, Ze kazda skupina aspon s 5 l'ud'mi je 5-okruhla. Nech teda existuje nejaka
aspon 5-¢lennd trojzndmostova skupina l'udi, ktora nie je 5-okruhla. Vezmime najdlhsiu postupnost P, kde P =
(aq, ..., a¢), roznych ¢lenov uvazovanej skupiny, v ktorej sa l'ubovolni dvaja susedni l'udia poznajd. KedZe nasa
skupina nie je 5-okruhla, jej clen a; nepozna ziadneho Clena a;, kde i > 5. TaktieZ vSetci jeho znami musia byt
v postupnosti P, inak by sme vedeli postupnost’ P prediZit. Preto t > 4 a ¢len a; pozna prave ¢lenov a,, as, a,.
Nech t = 4. KedZe postupnost’ P nemozno predizit, ¢len a, pozna ¢lenov a,, a,, as. Dostavame skupinu $tyroch
l'udi, v ktorej sa kazdy pozna s kazdym, teda nepoznaju Ziadneho z ostatnych clenov. Pritom asponi jeden Clen
mimo tejto Stvorice existuje, lebo skupina ich ma aspon 5. Dostali sme tak rozdelenie na dve neprazdne skupiny,
ktoré je v spore s vlastnostou trojznamostovej skupiny zo zadania. Preto plati t > 5.

Ked?Ze ¢len a, pozna ¢lenov a,, as, as, ¢lenovia a, a a, sa nepoznajt. Clen a, pozna ¢lenov a,, as. Jeho tretieho
znameho oznacme b. Ak by platilo b = a; pre nejaké i, tak by platilo i > 5 a vedeli by sme do kruhu posadit l'udi
aq, as, Qy, .., 4;, a,, ktorych je i, teda aspon 5, o by bol spor. Preto sa ¢len b nenachadza v postupnosti P.

Ak by mal b zndmeho mimo postupnosti P, ozna¢me ho c, existovala by dlhsia postupnost (c, b, a,, as, ..., a;),

¢o by bol spor. Teda ¢len b ma okrem a, nejakého znameho a;. Clenovia a,, as, a, uz majt véetkych troch ich
znamych v postupnosti P, preto j = 5.

a; az az a, Gas a; a;

b
Potom vsak vieme do kruhu posadit j ¢lenov b, a,, as, a4, as, ..., a;, o je spor. Tym sme ukazali, Ze kazda troj-
znamostova skupina s aspon 5 l'ud'mi je 5-okruhla.
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RieSenia uloh 2. dna celostatneho kola kategorie A

4 Nech a a b sti rdzne nenulové prirodzené ¢isla také, Ze ¢isla a? + 1 a ab + 1 majti rovnaké mnoZiny prvocinitelov.
Dokazte, Ze ¢islo a? + b? + 2 je delitené druhou mocninou niektorého prvoéisla.

(Dominik Martin Rigasz)
RieSenie:
Nech p je prvociselny delitel ¢isla ab + 1. KedZe &isla a? + 1 a ab + 1 maju rovnaké mnoZiny prvocinitelov, plati

p | a?+1.Potomp | (a2 + 1) —(ab+1) = a(a—>b).Avsak ¢islaa aab + 1 sunesudelitelnéap | ab + 1, preto
nemdZe platit' p | a, a teda plati p | a — b. TakZze ak nejaké prvocislo p deli ab + 1, tak deli aj a®? + 1 aaja — b.

UkaZeme sporom, Ze existuje prvodislo p také, %e p? | ab + 1. Potom bude platit p | a — b, takZe p? | (a — b)?,
apretop? | (a —b)? +2(ab + 1) = a? + b? + 2, ¢o chceme ukazat.

Predpokladajme teda, Ze ab + 1 nie je delitelné druhou mocninou Ziadneho prvocisla. Ako sme uz ukazali, kazdé
prvocislo, ktoré deli ab + 1, deli aj a — b. KedZe ab + 1 nie je delitelné druhou mocninou Ziadneho prvocisla,
platiab + 1 | a — b. KedZe a a b st rézne nenulové prirodzené ¢isla, dostdvame

ab <ab+1<|a—b| <max{a, b} < ab,

co je spor.

Poznamka:

Dvojica (a, b), ktora spitia podmienky zo zadania, je napriklad (3,13): Pretiu platia®+1=2-5,ab+1 = 23-5
aa® + b% + 2 = 22 - 32 .5, Iné dvojice spiiiajice podmienky st napriklad (31,993) a (13,523), pre ne maju
a? + 1aab + 1 tri prvocinitele

5 Nech{ay,a,, ..., 2026} = {1, 2, ..., 2026} a pre kazdé prirodzené ¢islo i plati a;, 5926 = @;. Urcte najmensi moZny
aj najvacsi mozny pocet indexov i z mnoziny {1, 2, ..., 2026} takych, Ze kazdé z 2026 Cisel

a;,
a; — QAij41,
a; — Qjy1 + Qi

i — Qj+1 T Aj42 — Ajy3,

a; — Qjyq1 T " = Aj12023 T Ai+2024
a; — Ajy1 + 0 = Qiyp023 T Aj+2024 — Ai+2025-
je nezaporné.
(Jakub Krivosik)
RiesSenie:
Plati
g + -+ g0 = 1+ 2 + - + 2026 = 2026 - 2027/2 = 1013 - 2027,

¢o je neparne ¢islo. To znamena, Ze sucet vSetkych ¢isel s parnymi indexmi je rézny od suctu vSetkych cisiel
s neparnymi indexmi, a teda jeden z tychto suictov je mensi. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat, ze
mensi{ sucet je na parnych poziciach.

Potom Ziadny parny index i nevyhovuje, pretoze
a; = Qg1+ 0+ Qigz024 — Aivzozs = (@ + Gz + o+ Qiio2a) — (Qie1 + iz + o + Aiia025) < 0.

Staci teda skiimat neparne indexy.



e Najdeme hladany najvacsi pocet:
Nepdarnych indexovje 1013. UkdZeme, Ze tento poCet je moZné dosiahnut, a to napriklad v pripade a; = 2026,
a, = 2025, ..., ayp2¢ = 1. Kazdy ¢len s parnym indexom je o 1 mensi ako predchadzajuci, takze

(aziz1 — Aziz2) + o+ (Azj41 — Azj42) 20,

a potom aj

Ai+1 = Apitz T+ Agjy1 = Agjiz + Azjy3 = (Aziv1 = Azitz T+ Gzj41 — Agj42) + Azj43 2 0.
Vsetkych 1013 neparnych indexov teda vyhovuje, takze hladany najvac¢si mozny pocet je 1013.
¢ Najdeme hladany najmensi pocCet:
Nech pre kazdé i z {1, ..., 1013} plati b; = a,;_; — a,; a pre kazdé prirodzené Cislo i plati b; ;1913 = b;-

Potom
by + -+ big13 = (a1 + az + - + azs — (a2 + Ay + - + az026 > 0.

Index 2j + 1 vyhovuje prave vtedy, ked' je kazdé z 2026 cisel
azj+1, bjy1,  bjy1 +azjy3, bjp1 +bjya o, bjyr + o+ bjri012 T Azjr2025  bjsr o+ bjyi013
nezaporné, ¢o je vzhladom na kladnost a4, as, ..., az925 prave vtedy, ked’ je kazdé z 1013 cisel
bjv1, bjs1 +bjsa, o, bjpr +bjya + o+ bigyz + by + - + b

nezaporné.

Nech m je najmensi index taky, Ze by + - + b, je minimalny. UkdZeme, Ze asponi jeden z indexov 1a 2m + 1
vyhovuje. Rozoberme pripady:

e Nechby + -+ b,, = 0.
Potom je kazdé z Cisel

bj+1, bj+1 + bj+2, ey bj+1 + bj+2 + -+ b1013 + b]_ + -+ b]

nezaporné, takze index 1 vyhovuje.
e Nechb; + -+ b, <0O.
Ak by pre nejaké prirodzené &islo k spiiiajice m + 1 < k < 1013 platilo by, 41 + - + by < 0, tak

by + -+ bg = (by + - + by) + (Brsr + -+ + b) < by + - + by,

¢o by bolo v spore s definiciou m. Pre kazdé k spliiajice m+1 < k < 1013 preto plati b, .1 ++-+ by = 0.
Z definiie m pre kaZdé prirodzené ¢&islo k spliajice 1 < k < m plati

bps1 + -+ bio1z + by + - + b = (b1 + -+ + b1g13) + (by + -+ + by)
= (b1 + -+ b1o13) + (by + - + b)) = by + -+ + byg13 > 0.
Ukazali sme tak, Ze kazdé z ¢isel
bmi1, bmy1 +bmya, oy bpgi +bpys+ -+ bigi3 b+ by

je nezaporné, takZe index vyhovuje.
Hladany najmensi pocet je teda aspori 1.
Tato hodnotu je mozné dosiahnut v pripade a; = 2026,a, = 1, a3 = 2, ..., 3926 = 2025, kde pre kazdé i
z{2,3,...,2026} plati a; — a;;; = —1, ateda i nevyhovuje. Jediny vyhovujici index tak moze byt 1.
Hladany najmensi pocet je teda 1.

6 Nech ABCDEF je Sestuholnik vpisany do kruZnice so stredom O taky, Ze kaZdé jeho dve protilahlé strany su
rovnobezné. Priamky AB, CD, EF urcuju trojuholnik A; a priamky BC, DE, F A urcuju trojuholnik A,. Dokazte,
Ze stredy kruznic opisanych trojuholnikom A; a A, st simerne zdruzené podla bodu O.

(Michal Janik)



RieSenie:
Nech 0, a 0, su stredy kruznic opisanych trojuholnikom A;, resp. A, a nech p,, p, a p su kolmice na AB
prechadzajtce postupne bodmi 04, 0, a O.

Oznacme P a Q priese¢niky priamky AB postupne s priamkami CD a EF. Podobne ozna¢me R a S priesecniky
priamky DE postupne s priamkami BC a FA. Priamka p, je os usecky PQ, kedZe je to kolmica na tetivu PQ
prechadzajtica stredom kruznice opisanej trojuholniku A;. Podobne p, je os usecky RS. Priamka p je spolo¢na
os UsecCiek AB a DE, kedZe tieto UsecKy su tetivy zadanej kruznice so stredom O a p je na tieto usecky kolma.
Nech N je stred usecky PQ a M stred usecky AB. KedZe priamKky p; a p su postupne osi tseciek PQ a AB, bod
N lezi na p; a bod M leZi na p. Potom NM je vektor posunutia zobrazujiceho priamku p; na p, ktory je zaroven
kolmy na priamku p. Plati

— — — 0

. QA+AB+BP [(AF _.\ OQA—BP
NM =NP-MP=—-MB+BP)=———— | —+BP | = ——.
2 2 2 2
Analogicky je vektor posunutia zobrazujiceho p, na p a kolmy na p rovny RDZ_ES
1 P1 P P2
s E, i 4D R

| | |
N
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| | |
N

I 10102
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KedZe APDS a Q BRE su rovnobeZzniky, plati

ﬁ—ﬁ_ﬁ—ﬁ_ﬁz’—ﬁ_ﬁ—ﬁ_ RD — ES
2 - 2 - 2 - 2 - 2

takze vektory posunuti p; a p, nap maju rovnaki vel'’kost a opacnu orientaciu, a teda priamky p; a p, st simerne
zdruzené podla priamKky p, St preto simerne zdruZené aj podla bodu O, ktory na priamke p leZi.

Nech g4, g, a g st kolmice na BC prechadzajice postupne bodmi 0;, 0, a 0. Analogicky su priamky g, a g,
sumerne zdruzené podla bodu O.

KedZe 0, je priesecnik priamok p; a ¢; a 0, je priesecnik priamok p, a g,, aj body 0; a 0, st simerne zdruzZené
podla bodu 0.




