
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2025/2026
Riešenia úloh domácej prípravy kategórie Z8

1 Nájdite všetky trojice navzájom rôznych prvočı́sel (𝑝, 𝑞, 𝑟), pre ktoré platı́

(𝑝 − 𝑞) ⋅ (𝑟 − 𝑞) = 195.

(Erika Novotná)
Riešenie:
Súčin čı́sel 𝑝 − 𝑞 a 𝑟 − 𝑞 má byť nepárne čı́slo 195. Teda každé z čı́sel 𝑝 − 𝑞 a 𝑟 − 𝑞 musı́ byť nepárne. Rozdiel
dvoch celých čı́sel je nepárny práve vtedy, keď jedno z čı́sel je nepárne a druhé párne. Prvočı́sla 𝑝, 𝑞, 𝑟majú byť
navzájom rôzne a jediné párne prvočı́slo je 2. Teda 𝑞 = 2, a potom dostávame:

(𝑝 − 2) ⋅ (𝑟 − 2) = 195.

Všetky dvojice čı́sel (𝑝 − 2, 𝑟 − 2) so súčinom 195, pričom prvé zložky sú bez ujmy na všeobecnosti menšie, sú

(1, 195), (3, 65), (5, 39), (13, 15),

čomu zodpovedajú dvojice (𝑝, 𝑟)

(3, 197), (5, 67), (7, 41), (15, 17).

Prvé tri dvojice tvoria prvočı́sla, štvrtú nie.
Všetky vyhovujúce trojice prvočı́sel (𝑝, 𝑞, 𝑟) sú teda

(3, 2, 197), (5, 2, 67), (7, 2, 41), (41, 2, 7), (67, 2, 5), (197, 2, 3).

2 Pre rovnobežnı́ky 𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐾𝐿𝑀𝑁 platı́:
• bod 𝐾 je stred úsečky 𝐶𝐷,
• bod 𝐾 je priesečnı́k priamky 𝐶𝐷 s osou úsečky 𝐵𝐶,
• bod 𝐿 je priesečnı́k priamky 𝐴𝐵 s osou úsečky 𝐶𝐷,
• bod 𝑁 je priesečnı́k priamky 𝐴𝐵 s osou úsečky 𝐵𝐶,
• uhol 𝐵𝐴𝐷 má veľkosť 60∘.

Určte pomer obsahov rovnobežnı́kov 𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐾𝐿𝑀𝑁.
(Marián Macko)

Riešenie:
Nech 𝐸 je stred úsečky 𝐵𝐶 a 𝐹 stred úsečky 𝐴𝐵:
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Body𝐹 a𝐾 sú stredyprotiľahlých strán rovnobežnı́ka𝐴𝐵𝐶𝐷, takže ten sa skladá z dvoch zhodných rovnobežnı́kov
𝐴𝐹𝐾𝐷 a 𝐹𝐵𝐶𝐾.



UƵ sečky𝐹𝐷 a𝐵𝐾 sú uhlopriečkami rovnobežnı́kov𝐴𝐹𝐾𝐷 a𝐹𝐵𝐶𝐾, takže rovnobežnı́k𝐴𝐵𝐶𝐷 sa skladá zo štyroch
navzájom zhodných trojuholnı́kov 𝐴𝐹𝐷, 𝐾𝐷𝐹, 𝐹𝐵𝐾, 𝐶𝐾𝐵.
Bod 𝐾 ležı́ na osi úsečky 𝐵𝐶, teda úsečky 𝐵𝐾 a 𝐶𝐾 sú zhodné a trojuholnı́k 𝐵𝐶𝐾 je rovnoramenný. Protiľahlé
uhly 𝐵𝐴𝐷 a 𝐵𝐶𝐷 v rovnobežnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷 sú zhodné, takže majú veľkosť 60∘. Odtiaľ vyplýva, že trojuholnı́k 𝐵𝐶𝐾
je rovnostranný. Rovnobežnı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷 sa teda skladá zo štyroch rovnostranných trojuholnı́kov zhodných s troj‑
uholnı́kom 𝐵𝐶𝐾.
Priamy uhol 𝐹𝐵𝑁 je súčet uhlov 𝐹𝐵𝐾, 𝐾𝐵𝐶, 𝐶𝐵𝑁, z ktorých prvé dva majú veľkosť 60∘, teda uhol 𝐶𝐵𝑁 má tiež
veľkosť 60∘. Trojuholnı́ky 𝐵𝐸𝐾, 𝐵𝐿𝐾, 𝐵𝐸𝑁 sú všetky pravouhlé a majú zhodné uhly pri vrchole 𝐵. Navyše prvý
s druhým má spoločnú stranu 𝐵𝐾 a prvý s tretı́m má spoločnú stranu 𝐵𝐸. Teda tieto tri trojuholnı́ky sú podľa
vety usu navzájom zhodné.
Celkovo sa rovnobežnı́k𝐴𝐵𝐶𝐷 skladá z ôsmich trojuholnı́kov zhodných s trojuholnı́kom𝐵𝐸𝐾. Trojuholnı́k𝐾𝐿𝑁
sa skladá z troch trojuholnı́kov zhodných s tým istým trojuholnı́kom, teda rovnobežnı́k 𝐾𝐿𝑀𝑁 sa skladá zo 6
trojuholnı́kov zhodných s trojuholnı́kom 𝐵𝐸𝐾.
Pomer obsahov rovnobežnı́kov 𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐾𝐿𝑀𝑁 je 8 ∶ 6 čiže 4 ∶ 3.
Poznámka:
Rovnobežnı́k 𝐾𝐿𝑀𝑁 má rovnaký obsah ako obdlƵžnik 𝐾𝐿𝑁𝑂, kde bod 𝑂 je priesečnı́kom priamok 𝑀𝑁 a 𝐶𝐷.
Rovnobežnı́ky 𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐾𝐿𝑁𝑂majú spoločnú výšku 𝐾𝐿 a pomer dlƵžok prı́slušných strán 𝐴𝐵 a 𝐿𝑁 je 2 ∶ 1,5 čiže
4 ∶ 3. Pomer ich obsahov je rovnaký.
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3 Tomáš zbiera pohľadnice z Islandu, Anglicka a Nórska. Z každej krajiny má aspoň jednu pohľadnicu, celkovo ich
má 40. Pohľadnı́c z Anglickamá viac ako pohľadnı́c z Nórska. Pohľadnı́c z Islandumá viac ako 5‑násobok amenej
ako 6‑násobok počtu pohľadnı́c z Anglicka.
Z ktorých krajı́n sú pohľadnice, ktorých počet v Tomášovej zbierke je možné určiť jednoznačne?

(Erika Novotná)
Riešenie 1:
Počty pohľadnı́c z jednotlivých krajı́n označı́me ich začiatočnými pı́smenami. Postupne vzhľadomna𝑎 odvodı́me
rozmedzie pre 𝑛, a to 0 < 𝑛 < 𝑎, a pre 𝑖, a to 5𝑎 < 𝑖 < 6𝑎, a overı́me, či pre nejaké 𝑎, 𝑛, 𝑖 platı́ zostávajúca
podmienka, a to 𝑎 + 𝑛 + 𝑖 = 40:
• Ak 𝑎 < 6, tak 𝑛 < 5 a 𝑖 < 30. Potom však 𝑎 + 𝑛 + 𝑖 ≤ 5 + 4 + 29 = 38 < 40, čo je spor.
Tento prı́pad teda nenastáva.

• Ak 𝑎 = 6, tak 𝑛 ∈ {1,… , 5} a 𝑖 ∈ {31,… , 35}. Potom 𝑎+𝑛+𝑖 = 40 v troch prı́padoch, a to keď (𝑛, 𝑖) je (1, 33),
(2, 32), (3, 31).

• Ak 𝑎 > 6, tak 𝑖 > 35, Potom však 𝑎 + 𝑛 + 𝑖 ≥ 7 + 1 + 36 = 45 > 40, čo je spor.
Tento prı́pad teda nenastáva.

Pohľadnı́c z Anglicka teda bolo určite 6, avšak počty ostatných nie sú jednoznačné.
Riešenie 2:
Počty pohľadnı́c z jednotlivých krajı́n označı́me ich začiatočnými pı́smenami.
Podľ zadania

𝑎 + 𝑛 + 𝑖 = 40,
0 < 𝑛 < 𝑎,
5𝑎 < 𝑖 < 6𝑎.

Z poslednej podmienky vyplýva, že 𝑖 je v rozmedzı́ 5𝑎 + 1 až 6𝑎 − 1.
Odtiaľ a z prvej podmienky vyplýva, že 𝑛 = 40 − 𝑎 − 𝑖 a je v rozmedzı́ od 39 − 6𝑎 do 41 − 7𝑎.
Z podmienky 0 < 𝑛 vyplýva, že 𝑎 < 7. Z podmienky 𝑛 < 𝑎 vyplýva, že 𝑎 > 5. Celkovo teda 𝑎 = 6 a možné
dvojice (𝑛, 𝑖) sú (1, 33), (2, 32), (3, 31).
Počet pohľadnı́c teda možno jednoznačne určiť iba pre Anglicko.



4 Zƽ iaci zı́skali v prvej pı́somke priemerne 84 bodov. Tı́ istı́ žiaci napı́sali druhú pı́somku s priemerným ziskom 70
bodov. Sƽ tyria z týchto žiakov mali v oboch pı́somkách po 63 bodov. Priemerný zisk ostatných žiakov v druhej
pı́somke bol 72 bodov.
Určte priemerný počet bodov ostatných žiakov v prvej pı́somke.

(Iveta Jančigová)
Riešenie:
Súčet bodov, ktoré podpriemerným žiakom chýbali do celkového priemeru, zodpovedá súčtu bodov, o ktoré
nadpriemernı́ žiaci tento priemer prevyšovali.
V druhej pı́somke mali štyria žiaci každý o 7 bodov menej, ako bol priemer, čo je spolu 28 bodov. V tej istej
pı́somkemali ostatnı́ žiaci priemerne o 2 body viac, ako bol priemer. Teda ostatných žiakov bolo 14, lebo 4 ⋅ 7 =
14 ⋅ 2, a všetkých žiakov bolo 14 + 4 čiže 18.
V prvej pı́somke bol celkový priemer všetkých žiakov 84 bodov, čo je spolu 18 ⋅ 84 čiže 1512 bodov. Sƽ tyria
podpriemernı́ žiaci mali spolu 4 ⋅ 63 čiže 252 bodov. Ostatných 14 žiakov malo spolu 1512 − 252 čiže 1260
bodov, teda priemerne 1260/14 čiže 90 bodov.
Poznámka:
Ak označı́me počet všetkých žiakov 𝑛, tak súčet bodov v prvej pı́somke bol 84𝑛 a v druhej 70𝑛 bodov. Priemerné
hodnotenie ostatných žiakov v druhej pı́somke bolo 72 bodov, takže

70𝑛 − 252
𝑛 − 4 = 72,

čo po úpravách dáva 𝑛 = 18. Priemerné hodnotenie ostatných žiakov v prvej pı́somke bolo (84𝑛−252)/(𝑛−4),
čo je 1260/14 čiže 90 bodov.

5 Je daná kružnica 𝑘 so stredom 𝑆 a polomerom 6 cm a priamka 𝑝 prechádzajúca bodom 𝑆. Zostrojte obdlƵžnik
𝐴𝐵𝐶𝐷 tak, aby platilo:
• vrcholy 𝐴 a 𝐵 ležia na priamke 𝑝,
• kružnica 𝑘 sa dotýka strany 𝐶𝐷,
• kružnica 𝑘 pretı́na stranu 𝐴𝐷 v bode 𝐾 a stranu 𝐵𝐶 v bode 𝐿,
• |𝐴𝐾| = |𝐶𝐿| = 1,5 cm.

(Michaela Petrová)
Riešenie:
Nech𝑀 je priesečnı́k 𝑘 a kolmice na 𝑝 cez 𝑆. Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷 je vyhovujúci obdlƵžnik a 𝐾 a 𝐿 sú prı́slušné body. Bod
𝑀 je teda dotykový bod 𝑘 a úsečky 𝐶𝐷.
Keďže priamka 𝐴𝐷 čiže 𝐴𝐾 je kolmá na 𝐴𝐵 čiže 𝑝, bod𝐾 je od priamky 𝑝 vzdialený |𝐴𝐾|, t. j. 1,5 cm. Ležı́ teda na
rovnobežke s 𝑝, ktorá je od nej vzdialená 1,5 cm a ležı́ v polrovine 𝑝𝐷.
Keďže priamka 𝐵𝐶 čiže 𝐵𝐿 je kolmá na 𝐴𝐵 čiže 𝑝, bod 𝐿 je od priamky 𝑝 vzdialený |𝐵𝐿|, čo je |𝐵𝐶| − |𝐶𝐿|, t. j.
6 cm−1,5 cm čiže 4,5 cm. Ležı́ teda na rovnobežke s 𝑝, ktorá je od nej vzdialená 4,5 cm a ležı́ v polrovine 𝑝𝐶 čiže
tiež 𝑝𝐷.
Keďže𝑀 ležı́ v jej vnútri úsečky 𝐶𝐷, body 𝐾 a 𝐿 ležia v opačných polrovinách určených priamkou 𝑆𝑀.
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Z toho vyplýva konštrukcia:
1 Nech 𝐾 je priesečnı́k kružnice 𝑘 a rovnobežky s 𝑝 od nej vzdialenej 1,5 cm.
2 Nech 𝐿 je priesečnı́k kružnice 𝑘 a rovnobežky s 𝑝 od nej vzdialenej 4,5 cm, pričom 𝐿 ležı́ v polrovine 𝐴𝐵𝐾

a v polrovine opačnej k 𝑆𝑀𝐴.
3 Nech 𝐴 a 𝐵 sú päty kolmı́c z bodov 𝐾 a 𝐿 na priamku 𝑃.
4 Nech 𝐶 a 𝐷 sú body také, že úsečka 𝐷𝐶 je obraz úsečky 𝐴𝐵 v posunutı́, ktoré zobrazı́ 𝑆 do𝑀.
Potom je 𝐴𝐵𝐶𝐷 obdlƵžnik, priamka 𝐶𝐷 je dotyčnica kružnice 𝑘 v bode𝑀 a tento bod𝑀 ležı́ vnútri úsečky 𝐶𝐷.
Rovnobežky s 𝑝 od nej vzdialenej 1,5 cm sú dve, a keďže 1,5 cm < 6 cm, na každej z nich ležia 2 priesečnı́ky s 𝑘.
Vyhovujúce body 𝐾 sú teda 4, a keďže zvyšok konštrukcie je už jednoznačný, úloha má 4 riešenia.

6 Jonáš a Michal zostavili každý svoj 8‑boký ihlan s 9 rôznymi čı́slami na jeho rôznych stenách. Všetky čı́sla boli
väčšie ako 10 a menšie ako 30. Pre každý vrchol ihlana platilo, že súčet čı́sel na všetkých stenách obsahujúcich
tento vrchol bol násobkom čı́sla 4, pritom žiadne čı́slo násobkom čı́sla 4 nebolo. Jonáš tvrdil, že na dvoch stenách
má čı́sla 14 a 15. Michal tvrdil, že na dvoch stenách má čı́sla 14 a 17.
Mohli obidvaja chlapci hovoriť pravdu?

(Karel Pazourek)
Riešenie:
Hlavný vrchol ihlana patrı́ všetkým 8 bočným stenám, ostatných 8 vrcholov patrı́ podstave a 2 ďalšı́m stenám.
Skúsme nájsť možné očı́slovanie stien Jonášovho ihlana:
Uvažujme čı́sla 14 a 15 na dvoch susedných bočných stenách ihlana. Aby súčet týchto čı́sel s čı́slom na podstave
bol deliteľný 4, musı́ čı́slo na podstave dávať po delenı́ 4 zvyšok 3. Najmenšie nepoužité čı́slo s touto vlastnosťou
v danom rozmedzı́ je 11.
Uvažujme čı́slo 11 na podstave a hľadajme čı́slo na bočnej stene susediacej so stenou s čı́slom 15. Aby súčet
týchto troch čı́sel bol deliteľný 4, musı́ hľadané čı́slo dávať po delenı́ 4 zvyšok 2. Najmenšie nepoužité čı́slo
s touto vlastnosťou v danom rozmedzı́ je 18.
Týmto spôsobom postupne nájdeme možné čı́sla na 8 bočných stenách:

14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27.
Súčet týchto 8 čı́sel je 164, čo je čı́slo deliteľné 4. Teda Jonáš mohol mať ihlan so všetkými vlastnosťami zo zada‑
nia.
Obdobne možno nájsť možné očı́slovanie stien Michalovho ihlana: Na podstave môže byť čı́slo 13 a na bočných
stenách čı́sla

14, 17, 18, 21, 22, 25, 26, 29.
Teda aj Michal mohol mať ihlan so všetkými vlastnosťami zo zadania.
Obidvaja chlapci mohli hovoriť pravdu.
Poznámka:
Ukážeme, ako vyzerajú všetky vyhovujúce ihlany:
Cƽ ı́slo na základni označme 𝑎 a čı́sla na bočných stenách postupne 𝑏1, …, 𝑏8. Každé z týchto čı́sel je od 11 do 29.
Zƽ iadne z nich nie je deliteľné 4, avšak každé z čı́sel 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2, …, 𝑎 + 𝑏7 + 𝑏8, 𝑎 + 𝑏8 + 𝑏1 je deliteľné 4.
To teda znamená, že čı́slo (𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2) − (𝑎 + 𝑏2 + 𝑏3) čiže 𝑏1 − 𝑏3 je deliteľné 4, a teda 𝑏1 a 𝑏3 majú rovnaké
zvyšky po delenı́ 4. Analogicky majú rovnaké zvyšky po delenı́ 4 aj dvojice 𝑏3 a 𝑏5, 𝑏5 a 𝑏7, takže všetky štyri
čı́sla 𝑏1, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5 majú rovnaké zvyšky po delenı́ 4. Analogicky majú rovnaké zvyšky po delenı́ 4 čı́sla 𝑏2, 𝑏4, 𝑏6,
𝑏8. Keďže žiadne z týchto čı́sel nie je deliteľné 4, každá z týchto štvorı́c je teda celá v jednej z týchto skupı́n:
• zvyšok 1: 13, 17, 21, 25, 29,
• zvyšok 2: 14, 18, 22, 26,
• zvyšok 3: 11, 15, 19, 23, 27.

Na bočných stenách sa teda pravidelne striedajú čı́sla z práve dvoch z týchto skupı́n.
Rozoberme prı́pady:
• Nech sú na bočných stenách použité čı́sla z prvej a druhej skupiny.
Pri každom vrchole podstavy má súčet čı́sel na prı́slušných dvoch stenách po delenı́ 4 zvyšok (1 + 2)mod4
čiže 3, takže na podstave je čı́slo so zvyškom 1, a teda z prvej skupiny.
Bez ujmy na všeobecnosti nech 𝑏1mod4 = 2 a 𝑏2mod4 = 1. Keďže čı́slo (𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2)mod4 = 0, platı́
𝑎mod4 = 1. Michalove čı́sla sú teda práve všetky čı́sla z prvej a tretej skupiny, pričom zvyšky čı́sel na



bočných stenách po delenı́ 4 sú striedavo 2 a 1. Všetky súčty čı́sel pri vrcholoch základne tak majú po delenı́
4 zvyšok (1 + 2 + 1)mod4 čiže 0, sú teda deliteľné 4. Platı́ tiež

(𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4 + 𝑏5 + 𝑏6 + 𝑏7 + 𝑏8)mod4 = (2 + 1 + 2 + 1 + 2 + 1 + 2 + 1)mod4 = 12mod4 = 0,

takže aj súčet čı́sel pri hlavnom vrchole je deliteľný 4.
• Nech sú na bočných stenách použité čı́sla z prvej a tretej skupiny.
Pri každom vrchole podstavy má súčet čı́sel na prı́slušných dvoch stenách po delenı́ 4 zvyšok (1 + 3)mod4
čiže 0, takže na podstave je čı́slo so zvyškom 0, čo je spor.
Tento prı́pad teda nenastáva.

• Nech sú na bočných stenách použité čı́sla z druhej a tretej skupiny.
Pri každom vrchole podstavy má súčet čı́sel na prı́slušných dvoch stenách po delenı́ 4 zvyšok (2 + 3)mod4
čiže 1, takže na podstave je čı́slo so zvyškom 3, a teda z tretej skupiny.
Bez ujmy na všeobecnosti nech 𝑏1mod4 = 2 a 𝑏2mod4 = 3. Keďže čı́slo (𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2)mod4 = 0, platı́
𝑎mod4 = 3. Jonášove čı́sla sú teda práve všetky čı́sla z prvej a tretej skupiny, pričom zvyšky čı́sel na bočných
stenách po delenı́ 4 sú striedavo 2 a 3. Všetky súčty čı́sel pri vrcholoch základne tak majú po delenı́ 4 zvyšok
(3 + 2 + 3)mod4 čiže 0, sú teda deliteľné 4. Platı́ tiež

(𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4 + 𝑏5 + 𝑏6 + 𝑏7 + 𝑏8)mod4 = (2 + 3 + 2 + 3 + 2 + 3 + 2 + 3)mod4 = 20mod4 = 0,

takže aj súčet čı́sel pri hlavnom vrchole je deliteľný 4.
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