MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

RiesSenia uloh domacej pripravy kategorie Z8

1 N43jdite vSetky trojice navzajom rdznych prvocisel (p, q,r), pre ktoré plati

r—q) - (r—q)=195.

RieSenie:

(Erika Novotna)

Sucin Cisel p — q ar — g ma byt neparne cislo 195. Teda kazdé z cisel p — q a r — q musi byt neparne. Rozdiel
dvoch celych cisel je neparny prave vtedy, ked jedno z Cisel je neparne a druhé parne. Prvocisla p, g, r maju byt
navzajom rozne a jediné parne prvocislo je 2. Teda g = 2, a potom dostavame:

p—2)-(r—2)=195.

Vsetky dvojice cisel (p — 2,7 — 2) so sucinom 195, pricom prvé zlozKy s bez ujmy na vSeobecnosti mensie, st

(1,195), (3,65),

¢omu zodpovedaju dvojice (p, 1)

(3,197), (5,67),

Prvé tri dvojice tvoria prvodisla, Stvrtd nie.

Vsetky vyhovujuce trojice prvocisel (p, g, r) su teda

(3,2,197), (5,2,67), (7,2,41),

(5,39), (13,15),

(7,41), (15,17).

(41,2,7), (67,2,5), (197,2,3).

2 Pre rovnobezniky ABCD a KLMN plati:
e bod K je stred usecky CD,

* bod K je priesecnik priamky CD s osou usecky BC,
e bod L je priesecnik priamky AB s osou usecky CD,
e bod N je priese¢nik priamky AB s osou usecky BC,

e uhol BAD ma velkost 60°.

Urcte pomer obsahov rovnobeZnikov ABCD a KLMN.

Riesenie:

Nech E je stred tsecky BC a F stred usecky AB:

(Marian Macko)

M

Body F a K st stredy protilahlych stran rovnobeZnika ABCD, takze ten sa sklada z dvoch zhodnych rovnobeZnikov

AFKD a FBCK.



Usecky FD a BK st uhloprie¢kami rovnobeZnikov AFKD a F BCK, takZe rovnobeZnik ABCD sa sklada zo $tyroch
navzajom zhodnych trojuholnikov AFD, KDF, FBK, CKB.

Bod K leZi na osi use¢ky BC, teda tsecky BK a CK st zhodné a trojuholnik BCK je rovnoramenny. Protilahlé
uhly BAD a BCD v rovnobezniku ABCD su zhodné, takze majui vel'kost 60°. Odtial vyplyva, Ze trojuholnik BCK
je rovnostranny. Rovnobeznik ABCD sa teda sklada zo Styroch rovnostrannych trojuholnikov zhodnych s troj-
uholnikom BCK.

Priamy uhol FBN je sucet uhlov FBK, KBC, CBN, z ktorych prvé dva maju vel'kost 60°, teda uhol CBN ma tiez
velkost 60°. Trojuholniky BEK, BLK, BE N su vSetky pravouhlé a maju zhodné uhly pri vrchole B. NavySe prvy
s druhym ma spolo¢nti stranu BK a prvy s tretim ma spolo¢nt stranu BE. Teda tieto tri trojuholniky st podla
vety usu navzajom zhodné.

Celkovo sa rovnobeznik ABCD sklada z 6smich trojuholnikov zhodnych s trojuholnikom BEK. Trojuholnik KLN
sa skladd z troch trojuholnikov zhodnych s tym istym trojuholnikom, teda rovnobeznik KLMN sa sklada zo 6
trojuholnikov zhodnych s trojuholnikom BEK.

Pomer obsahov rovnobeznikov ABCD a KLMN je 8 : 6 Cize 4 : 3.

Poznamka:

RovnobeZnik KLMN ma rovnaky obsah ako obdiznik KLNO, kde bod O je priese¢nikom priamok MN a CD.
Rovnobezniky ABCD a KLN O majua spolo¢nt vysku KL a pomer dlzok prislusnych stran AB a LN je 2 : 1,5 Cize
4 : 3. Pomer ich obsahov je rovnaky.
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Tomas zbiera pohladnice z Islandu, Anglicka a Nérska. Z kazdej krajiny ma aspon jednu pohladnicu, celkovo ich
ma 40. Pohladnic z Anglicka ma viac ako pohladnic z Nérska. Pohladnic z Islandu ma viac ako 5-ndsobok a menej
ako 6-nasobok poctu pohladnic z Anglicka.

Z ktorych Krajin sui pohladnice, ktorych pocet v Tomasovej zbierke je mozné urcit jednoznacne?
(Erika Novotna)
RieSenie 1:
Pocty pohladnic z jednotlivych krajin ozna¢ime ich zac¢iatoénymi pismenami. Postupne vzhladom na a odvodime
rozmedzie pren,ato 0 < n < g,aprei,ato5a < i < 6a, a overime, ¢i pre nejaké a, n, i plati zostavajuca
podmienka,atoa +n+i =40:
e Aka < 6,takn <5ai < 30.Potomvsaka+n+i<5+4+ 29 =38 < 40, Coje spor.
Tento pripad teda nenastava.

e Aka =6,takn € {1,...,5}ai € {31, ...,35}. Potoma+n+i = 40 v troch pripadoch, a to ked (n, i) je (1, 33),
(2,32), (3,31).

e Aka > 6,taki > 35,PotomvSaka+n+i>7+ 1+ 36 =45 > 40, €o je spor.
Tento pripad teda nenastava.
Pohladnic z Anglicka teda bolo urcite 6, avSak pocty ostatnych nie st jednoznacné.
RieSenie 2:
Pocty pohladnic z jednotlivych krajin oznacime ich za¢iato¢nymi pismenami.
PodI' zadania
a+n+i=40,
0<n<a,
5a <i < 6a.

Z poslednej podmienky vyplyva, Ze i je v rozmedzi 5a + 1 az 6a — 1.
Odtial a z prvej podmienky vyplyva, Ze n = 40 — a — i a je vrozmedzi od 39 — 6a do 41 — 7a.

Z podmienky 0 < n vyplyva, Ze a < 7.Z podmienky n < a vyplyva, Ze a > 5. Celkovo teda a = 6 a mozné
dvojice (n, i) su (1, 33), (2,32), (3,31).

Pocet pohladnic teda moZno jednoznacne urcit iba pre Anglicko.



4 7Ziaci ziskali v prvej pisomke priemerne 84 bodov. Ti isti Ziaci napisali druht pisomku s priemernym ziskom 70
bodov. Styria z tychto Ziakov mali v oboch pisomkach po 63 bodov. Priemerny zisk ostatnych Ziakov v druhej
pisomke bol 72 bodov.

Urcte priemerny pocet bodov ostatnych Ziakov v prvej pisomke.

(Iveta Jancigova)
RieSenie:
Sucet bodov, ktoré podpriemernym Ziakom chybali do celkového priemeru, zodpoveda suctu bodov, o ktoré
nadpriemerni Ziaci tento priemer prevysSovali.
V druhej pisomke mali Styria Ziaci kaZdy o 7 bodov menej, ako bol priemer, ¢o je spolu 28 bodov. V tej istej
pisomke mali ostatni Ziaci priemerne o 2 body viac, ako bol priemer. Teda ostatnych Ziakov bolo 14,lebo 4 -7 =
14 - 2, a vSetkych Ziakov bolo 14 + 4 CiZe 18.
V prvej pisomke bol celkovy priemer vsetkych Ziakov 84 bodov, ¢o je spolu 18 - 84 ¢ize 1512 bodov. Styria
podpriemerni Ziaci mali spolu 4 - 63 Cize 252 bodov. Ostatnych 14 ziakov malo spolu 1512 — 252 ¢ize 1260
bodov, teda priemerne 1260/14 ¢ize 90 bodow.
Poznamka:

Ak oznacime pocet vSetkych Ziakov n, tak sticet bodov v prvej pisomke bol 84n a v druhej 70n bodov. Priemerné
hodnotenie ostatnych ziakov v druhej pisomke bolo 72 bodov, takze
70n — 252
— =72,
n—4

¢o po upravach ddvan = 18. Priemerné hodnotenie ostatnych ziakov v prvej pisomke bolo (84n—252)/(n—4),
¢oje 1260/14 cize 90 bodov.

5 Je dana kruznica k so stredom S a polomerom 6 cm a priamka p prechadzajiica bodom S. Zostrojte obdlZnik
ABCD tak, aby platilo:
e vrcholy A a B lezia na priamke p,
e kruZnica k sa dotyka strany CD,
e kruznica k pretina stranu AD v bode K a stranu BC v bode L,
e |AK| =|CL| =1,5cm.
(Michaela Petrova)
RieSenie:
Nech M je priese¢nik k a kolmice na p cez S. Nech ABCD je vyhovujiici obdiZnik a K a L st prislu$né body. Bod
M je teda dotykovy bod k a tisecky CD.

KedZe priamka AD ¢ize AK je kolma na AB CiZe p, bod K je od priamKky p vzdialeny |AK]|, t.j. 1,5 cm. LeZi teda na
rovnobezke s p, ktora je od nej vzdialena 1,5 cm a lezi v polrovine pD.

KedZe priamka BC ¢ize BL je kolma na AB CiZe p, bod L je od priamky p vzdialeny |BL|, ¢o je |BC| — |CL|, t.].
6 cm — 1,5 cm Cize 4,5 cm. LeZi teda na rovnobeZKe s p, ktora je od nej vzdialena 4,5 cm a lezi v polrovine pC Cize
tiezpD.

KedZe M lezi v jej vnutri tisecky CD, body K a L leZia v opacnych polrovinach urc¢enych priamkou SM.

D




Z toho vyplyva konstrukcia:

1 Nech K je priese¢nik kruznice k a rovnobezky s p od nej vzdialenej 1,5 cm.

2 Nech L je priesecnik kruznice k a rovnobezky s p od nej vzdialenej 4,5 cm, pricom L lezi v polrovine ABK
a v polrovine opacnej k SM A.

3 Nech A a B su paty kolmic z bodov K a L na priamku P.
4 Nech C a D st body také, Ze tise¢ka DC je obraz usecky AB v posunuti, ktoré zobrazi S do M.

Potom je ABCD obdlZnik, priamka CD je doty¢nica kruznice k v bode M a tento bod M lezi vnitri tse¢ky CD.

Rovnobezky s p od nej vzdialenej 1,5 cm su dve, a kedZe 1,5 cm < 6 cm, na kazdej z nich leZia 2 priesecniky s k.
Vyhovujtce body K su teda 4, a kedZe zvysSok konstrukcie je uz jednoznacny, iloha ma 4 riesenia.

Jonas a Michal zostavili kazdy svoj 8-boky ihlan s 9 roznymi ¢islami na jeho réznych stenach. VSetky c¢isla boli
vacsie ako 10 a mensie ako 30. Pre kazdy vrchol ihlana platilo, Ze sticet ¢isel na vSetkych stenach obsahujucich
tento vrchol bol nasobkom cisla 4, pritom Ziadne ¢islo nasobkom ¢isla 4 nebolo. Jonas tvrdil, Ze na dvoch stenach
ma cisla 14 a 15. Michal tvrdil, Ze na dvoch stenach mé ¢isla 14 a 17.

Mohli obidvaja chlapci hovorit pravdu?

(Karel Pazourek)
RieSenie:
Hlavny vrchol ihlana patri vSetkym 8 bo¢nym stenam, ostatnych 8 vrcholov patri podstave a 2 dal$im stenam.
Skiisme najst mozné ocislovanie stien Jonasovho ihlana:

Uvazujme cCisla 14 a 15 na dvoch susednych boc¢nych stenach ihlana. Aby sucet tychto Cisel s ¢islom na podstave
bol delitelny 4, musi ¢islo na podstave davat po deleni 4 zvySok 3. Najmensie nepouZité ¢islo s touto vlastnostou
v danom rozmedzi je 11.

Uvazujme Cislo 11 na podstave a hladajme ¢islo na bocnej stene susediacej so stenou s ¢islom 15. Aby sucet
tychto troch cisel bol delitelny 4, musi hladané ¢islo davat' po deleni 4 zvySok 2. Najmensie nepouzité ¢islo
s touto vlastnostou v danom rozmedzi je 18.

Tymto sposobom postupne ndjdeme mozné ¢isla na 8 bocnych stenach:
14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27.
Sucet tychto 8 ¢isel je 164, Co je Cislo delitelné 4. Teda Jonas mohol mat ihlan so vSetkymi vlastnostami zo zada-
nia.
Obdobne moZno najst mozné olislovanie stien Michalovho ihlana: Na podstave mdZe byt ¢islo 13 a na bo¢nych
stenach ¢isla
14, 17, 18, 21, 22, 25, 26, 29.
Teda aj Michal mohol mat ihlan so vSetkymi vlastnostami zo zadania.
Obidvaja chlapci mohli hovorit' pravdu.
Poznamka:
Ukazeme, ako vyzeraju vSetky vyhovujuce ihlany:

Cislo na zakladni ozna¢me a a ¢isla na bo¢nych stenach postupne by, ..., bg. Kazdé z tychto ¢&isel je od 11 do 29.
Ziadne z nich nie je delitelné 4, avsak kazdé z ¢isel a + by + by, ..., a + b; + bg, a + bg + by je delitelné 4.

To teda znamena, Ze ¢islo (a + by + b,) — (a + b, + b3) Cize b; — b; je delitelné 4, a teda b; a b3 maju rovnaké
zvySky po deleni 4. Analogicky maji rovnaké zvysky po deleni 4 aj dvojice b; a bg, bs a b, takze vSetky Styri
Cisla by, b3, by, bs maju rovnaké zvysky po deleni 4. Analogicky maju rovnaké zvysky po deleni 4 ¢isla by, by, b,
bg. KedZe Ziadne z tychto Cisel nie je delitelné 4, kazda z tychto Stvoric je teda cela v jednej z tychto skupin:
e zvySok 1: 13,17, 21, 25, 29,
e zvySok 2: 14, 18, 22, 26,
e zvySok 3:11, 15, 19, 23, 27.
Na boc¢nych stenach sa teda pravidelne striedaju Cisla z prave dvoch z tychto skupin.
Rozoberme pripady:
» Nech su na bo¢nych stenach pouzité Cisla z prvej a druhej skupiny.
Pri kaZdom vrchole podstavy ma stcet ¢isel na prislusnych dvoch stenach po deleni 4 zvySok (1 + 2) mod 4
Cize 3, takze na podstave je Cislo so zvyskom 1, a teda z prvej skupiny.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech by mod4 = 2 a b, mod 4 = 1. KedZe ¢islo (a + b; + b,) mod4 = 0, plati
amod4 = 1. Michalove cisla su teda prave vSetky cisla z prvej a tretej skupiny, pricom zvysky cisel na



boc¢nych stenach po deleni 4 su striedavo 2 a 1. VSetky sucty cisel pri vrcholoch zakladne tak majui po deleni
4 zvySok (1 + 2 + 1) mod 4 ¢iZe 0, s teda delitelné 4. Plati tieZ

(by + by +b3+by+bs+bg+b;+bg)mod4=2+1+2+1+2+1+2+1)mod4=12mod4 =0,

takze aj stcet ¢isel pri hlavnom vrchole je delitelny 4.

Nech sd na bo¢nych stenach pouZité Cisla z prvej a tretej skupiny.

Pri kaZzdom vrchole podstavy ma sticet ¢isel na prislusnych dvoch stenach po deleni 4 zvySok (1 + 3) mod 4
Cize 0, takze na podstave je Cislo so zvyskom 0, ¢o je spor.

Tento pripad teda nenastava.

Nech sd na bo¢nych stenach pouZité ¢isla z druhej a tretej skupiny.

Pri kazdom vrchole podstavy ma sucet Cisel na prislusnych dvoch stenach po deleni 4 zvysSok (2 + 3) mod 4
CiZe 1, takZe na podstave je ¢islo so zvySkom 3, a teda z tretej skupiny.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech b mod4 = 2 a b, mod 4 = 3. KedZe ¢islo (a + b; + b,) mod 4 = 0, plati
amod 4 = 3.]Jonasove Cisla su teda prave vsetky cisla z prvej a tretej skupiny, pricom zvysky ¢isel na bo¢nych
stenach po deleni 4 su striedavo 2 a 3. VSetky sucty ¢isel pri vrcholoch zadkladne tak majud po deleni 4 zvySok
(3 + 2 + 3) mod 4 ¢iZe 0, su teda delitelné 4. Plati tieZ

(by + by +bs+by+bs+bg+b;+bg)modd=2+3+2+3+2+3+2+3)mod4=20mod4 =0,

takze aj sucet Cisel pri hlavnom vrchole je delitelny 4.
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