MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

RieSenia uloh krajského kola kategorie Z9

1 Prirodzené Cislo nazveme vinité, ak je zapisané prave dvoma roznymi ciframi, ktoré sa striedaji. (Napr. ¢isla
4343 a 43434 su vinité, zatial’ ¢o ¢isla 4334, 4433 a 43134 nie su vinité.)

Urcte vSetky dvojice patcifernych vinitych ¢isel takych, Ze ich sticet je 64645, ich rozdiel je vinité ¢islo a v zadpisoch
oboch ¢isel a ich rozdielu je pouzitych Sest navzdjom réznych cifier.

(Monika Dillingerova)
RieSenie:

Zadanie moZeme vyjadrit pomocou algebrogramov s navzajom odliSnymi ciframia, b, ¢, d, e, f:
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Hladané ¢isla su patciferné, teda ich prvé cifry a a ¢ st nenulové. Rozdiel tychto ¢isel je kladny, takze a > c,
a kedZe su rozne, plati a > c, a teda aj cifra e je nenulova. Vysledkom rozdielu je vinité ¢islo, teda pri od¢itavani
nedochadza k prechodom cez desiatku - ak by to tak bolo, liSili by sa ¢islice na miestach jednotiek a stoviek.
Preto je rozdiel patciferné Cislo a plati b > d. Stcet je patciferné ¢islo, teda pri scitani cifier a a c nedochadza
k prechodu cez desiatku. Cifry na miestach jednotiek a stoviek sa liSia, teda pri sc¢itani cifier b a d k prechodu
cez desiatku dochadza. Zo zapisu teda vyplyvaa+c=5ab + d = 14.

Celkovo dostavame nasledujice dvojice cifier (a, ¢) a (b, d) vyhovujiice uvedenym podmienkam, pre kazdu dvo-
jicu vypocitame ich rozdiel:

3 b 9]8
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Aby v zapisoch hladanych &isel a ich rozdielu boli navzajom rozne cifry, je mozné kombinovat’ bud’ prvy stipec

z prvej tabul’ky s druhym stipcom z druhej, alebo naopak. Vetky (neusporiadané) dvojice vyhovujtcich &isel
teda st (48484,16161) a (39393, 25252).

Hodnotenie:

ENINS

¢ 2 body za vhodny zapis a formulaciu vztahov medzi ciframi;
* po 1 bode za kazdu vyhovujicu dvojicu Cisel;
e 2 body za uplnost rozboru moZnosti a kvalitu komentara.

2 Je dany rovnobeznik ABCD a bod E tak, Ze plati:

o dika strany AD je 17 cm,

* bod E je priesecnikom polpriamky CB a kolmice na priamku AB prechadzajicej bodom D,

o dizka usecky DE je 24 cm,

e obsahy rovnobeZnika ABCD a trojuholnika ABE su rovnaké.
Vypotitajte dizku strany AB.

(Marian Macko)

RieSenie:
Z druhej podmienky vyplyva, Ze body D a E lezia v opacnych polorovinach urcenych priamkou AB. Priese¢nik
useciek AB a DE oznacime P.

KedZe ABCD je rovnobeznik, priamky BC a AD st rovnobezné. Bod E leZi na polopriamke CB, preto aj priamky
BE a AD su rovnobezné. Odtial’ vyplyva, Ze trojuholniky APD a BPE st podobné (napr. na zaklade striedavych
uhlov pri zodpovedajuicich vrcholoch).

Rovnobeznik ABCD a trojuholnik ABE maju rovnaky obsah a spolo¢nti stranu AB. Preto st dizky zodpovedajii-
cich vySok PD a PE v pomere 1 : 2 a toto je aj koeficient podobnosti trojuholnikov APD a BPE.

Dizka tise¢ky DE je 24 cm a pomer diZok tiseéiek PD a PE je 1 : 2. Teda dizky tychto tisediek st 8 cm, resp. 16 cm.



Di?ka tise¢ky AD je 17 cm a trojuholnik APD je pravouhly. Podla Pythagorovej vety plati
|AP|? = |AD|* — |DP|* = (17 cm)? — (8 cm)? = 289 cm? — 64 cm? = 225 cm?,

ateda |AP| = 15 cm. Odtial a z podobnosti trojuholnikov APD a BPE vyplyva |PB| = 2 - |AP| = 30 cm.

Plati teda
|AB| = |AP| + |PB| = 45 cm.

D C

Hodnotenie:
¢ 1 bod za tivahy o polohach bodov D a E vzhladom na priamku AB, pripadne nacrt;
e 1 bod za podobnost trojuholnikov APD a BPE;
¢ 1 bod za koeficient tejto podobnosti;
e po 1 bode za dizky tsec¢iek DP, AP a AB.

3 Adrian, Karol a Emil maju dnes vSetci traja narodeniny. Adrian je trikrat mladsi ako Karol a Karol je o desat rokov
mladsi ako Emil. Ked’ bude mat’ Adrian tol'’ko rokov, kol'ko ma teraz Karol, bude jeden z tejto trojice dvakrat starsi
ako iny z tejto trojice.

Kol'’ko rokov moZe mat’ Adridn, Karol a Emil? Najdite vSetky moZnosti.

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Oznacme sucasné veky chlapcov zaciato¢nymi pismenami ich mien. Podla zadania je najmladsi Adridn, najstarsi
EmilaplatiA = 1/3 - K a K = E — 10. Vyjadrime veky Karla a Emila pomocou veku Adriana:

K = 34,
E =34+ 10.

Adrian bude mat tol'’ko rokov, kol'’ko ma teraz Karol, o K — A Cize 24 rokov. Veky Adriana, Karola a Emila v tom
¢ase oznacme postupne A’, K’, E'. Potom

A" =34,
K' = 54,
E' =54+ 10.
Rozoberme tri pripady:
e Karol bude dvakrat starsi ako Adrian.
Platf teda
K' =24,
54 = 64,
A=
Potom
K=3-0=0
a

E=3-0+10=0+10=10.

Adrian, Karol a Emil teda maju postupne 0, 0 a 10 rokov.

Adrian je naozaj trikrat mladsi ako Karol a Karol je o desat rokov mladsi ako Emil. Ked bude mat’ Adrian
tol'’ko rokov, kol'’ko ma teraz Karol, ¢o je prave teraz, bude jeden z tejto trojice, a to napriklad Karol, dvakrat
starsi ako iny z tejto trojice, a to Adrian.



e Emil bude dvakrat starsi ako Karol.

Plati teda

E' = 2K’,

54410 = 104,
10 =54,
A=2.
Potom
K=3:-2=6

a

E=3-2+10=6+10=16.
Adrian, Karol a Emil teda maju postupne 2, 6 a 16 rokov.

Adrian je naozaj trikrat mladsi ako Karol a Karol je o desat rokov mladsi ako Emil. Ked bude mat’ Adrian
tol’ko rokov, kol'ko ma teraz Karol, ¢o bude o 4 roky, bude jeden z tejto trojice, a to 20-ro¢ny Emil, dvakrat
starsi ako iny z tejto trojice, a to 10-ro¢ny Karol.

e Emil bude dvakrat starsi ako Adrian.

Plati teda
E' =24,
54 + 10 = 64,
10 = A.
Potom
K=3-10=30
a

E=3-10+10 =30+ 10 = 40.
Adrian, Karol a Emil teda maju postupne 10, 30 a 40 rokov.

Adrian je naozaj trikrat mladsi ako Karol a Karol je o desat rokov mladsi ako Emil. Ked bude mat’ Adrian
tol'’ko rokov, kol'’ko ma teraz Karol, ¢o bude o 20 rokov, bude jeden z tejto trojice, a to 60-ro¢ny Emil, dvakrat
starsi ako iny z tejto trojice, a to 30-ro¢ny Adrian.

Adrian, Karol a Emil mézu mat v uvedenom poradi bud’ 0, 0, 10 rokov alebo 2, 6 a 16 rokov, alebo 10, 30 a 40

rokov.

Poznamka:

Predchadzajice tvahy pre druhy a treti pripad je mozné znazornit nasledovne:

0 A K E
0 A K' E'
0 A K E
0 A’ K' E'

Hodnotenie:

e 1 bod za rozbor ¢ znizornenie vztahov zo zadania;
e 1 bod za uvaZovanie troch moznosti;

e 1bod za vysledok 2, 6 a 16;

¢ 1bod za vysledok 10, 30 a 40;

* 2 body za zrozumitelnost Uprav a kvalitu komentara.

Vzhladom na diskutabilnost rieSenia 0, 0 a 10 tolerujte jeho neuvedenie.




4 ]Je dany Stvoruholnik ABCD, pricom bod D leZzi na osi isecky BC a vzdialenost bodu A od priamky CD je rovnaka
ako vzdialenost bodu C od priamky AD.

Dokazte, Ze Stvoruholniku ABCD sa neda opisat’ kruZnica.

(Karel Pazourek)
RieSenie:
Bod D lezi na osi usecky BC, teda usecky BD a CD su zhodné (vSetky body na osi isecky maju od jej krajnych
bodov rovnaku vzdialenost).

Vzdialenost bodu A4 od priamky €D zodpoveda diZke vysky trojuholnika ACD na stranu CD, vzdialenost' bodu C
od priamky AD zodpoveda dlzke jeho vysky na stranu AD. Tieto vzdialenosti si rovnaké, teda usecky AD a CD
su zhodné (obsah trojuholnika je polovica sticinu vel'kosti strany a zodpovedajucej vysky).

Dokopy dostavame, Ze usecky AD, BD a CD sd navzajom zhodné, teda body A4, B, C lezia na kruZznici so stredom
D.

Kruznica opisana Stvoruholniku ABCD je kruznicou opisanou kazdému trojuholniku uré¢enému tromi z jeho
Styroch vrcholov. Ale kruznica opisana trojuholniku ABC neprechadza bodom D, pretoZe ten je jej stred. Preto
Stvoruholniku ABCD nemozno opisat kruznicou.

Poznamka:

Namiesto samotnych kruznic sa méZeme zamerat na ich stred: Ak by sa §tvoruholniku ABC D dala opisat kruZzni-
ca, tak by jej stred splyval so stredom kruznice opisanej kazdému trojuholniku ur¢enému tromi z jeho Styroch vr-
cholov. Stred kruznice opisanej trojuholniku BCD leZi na osi isecky BC mimo vrcholu D, stred kruZnice opisanej
trojuholniku ABC je v bode D. Preto Stvoruholniku ABCD nemozno opisat kruznicu.

Hodnotenie:
e 1 bod za zhodnost tseciek BD a CD;
¢ 2 body za zhodnost useciek AD a CD;
¢ 1 bod za poznatok, Ze D je stredom kruZnice opisanej trojuholniku ABC;
¢ 2 body za kvalitu komentara.
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