MATEMATICKA OLYMPIADA 2025/2026

Riesenia uloh krajského kola kategorie C

1 Nad kazdou zo $tyroch tsetiek s navzajom réznymi kladnymi dizkami a, b, b — a, a + b zostrojime $tvorec.
Obsah najvacsieho Stvorca je rovny stuctu obsahov druhého najvacsieho a tretieho najvacsieho stvorca. Najmensi
Stvorec ma obsah 4. Urcte dlzky vSetkych useciek.

(Jana Kopfova)
RieSenie 1:
Podla zadania je ¢islo b — a kladné, t.j. b > a, atedaplatia + b > b > a, o znamen3, Ze najkratSia usecka ma
dlZku bud’ b — a, alebo a.

Rozoberme pripady:
e Nech b — a je najkratSia dsecka.

Potom podla zadania
(a + b)? = a? + b?,

a® +2ab + b? = a? + b?,
2ab =0,

o je spor.
Tento pripad teda nenastava
e Nech a je najkratSia dsecka.
Platitedaa + b > b > b — a > a. Potom podla zadania

a? =4,
a=2

(a+b)? =(b—a)?+b?
a® + 2ab + b* = (b? — 2ab + a?) + b?,

4ab = b?,
4a = b,
4-2=p,
8=h.

Ztohoa+b=10ab—a = 6.
Diiky useciek su teda 10, 8, 6, 2. A naozaj,

10%2 = 100 = 64 + 36 = 8% + 62

22 = 4.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach ohodnotte ¢iastkové kroky nasledovne:
A1 [1 bod] Spravna Stvorica Cisel 2, 8, 6, 10 (v l'ubovol'nom poradi, aj bez zd6vodnenia ¢i overenia). Tento bod

dajte aj v pripade, Ze je uvedené a = 2, b = 8 a chyba vypocet a + b, b — a. Iba v pripade inak tiplného
rieSenia vyZadujte uvedenie celej Stvorice, ako to vyZaduje zadanie.

A2 [2 body] Vylacenie usporiadaniaa+b >b >a > b — a.

A3 [1 bod] Prepis podmienky zo zadania do rovnosti (a + b)? = b? + (b — a)? alebo s fou ekvivalentnej
rovnosti (napr. méZe uz byt za a dosadené 2).

A4 [1 bod] Spravne tupravy rovnosti z kroku A4 vedtce k jasnému zaveru, ako napriklad b = 4a.



A5 [1bod] Overenie, Ze najdena $tvorica spitia podmienky zadania alebo zmienka o ekvivalencii tiprav.

Nech q; je pocet bodov za Ai. Celkovo potom dajte a; + a, + a; + a4 + a5 bodov.

N3jdite najvacsie prirodzené ¢islo tvorené navzajom réznymi nenulovymi ciframi také, zZe kazda jeho vnitorna
cifra deli dvojciferné ¢islo tvorené jej susedmi zlava doprava a deli aj dvojciferné ¢islo tvorené jej susedmi sprava
dolava. (Napriklad 831 je také, pretoze Cislo 3 deli obe ¢isla 81 a 18.)

(Patrik Bak)
Riesenie:
AKk by nejaka vnutorna cifra bola parna, okolo nej by museli byt tiez parne cifry. Opakovanim tejto myslienky
pre dalSie vnatorné parne cifry zistime, Ze celé ¢islo sa potom sklada iba z parnych cifier. K dispozicii st parne
cifry 2, 4, 6, 8, z ktorych mozno zostavit najviac S$tvorciferné ¢islo. Viac ako Stvorciferné vyhovujtce ¢islo ma
teda vSetky vnutorné cifry neparne.

Cifra 5 nemoZe byt vnutorng, pretoZe vedla nej by mohli byt iba cifry 0 alebo 5, ale zadanie cifru 0 nepripista
a cifra 5 sa neopakuje.

Cifra 7 tiez nemo6Ze byt vnutornd. Pre cifry x a y okolo nej by totiz muselo platit Ze 7 deli 10x + y aj 10y + x.
Potom deli (10x + y) — (10y + x) CiZe 9(x — y), takZe deli aj x — y. Z toho 7 deli (x — y) + (10x + y) ¢iZe 11x,
takZe deli x, a teda x = 0 alebo x = 7. Zadanie vSak cifru 0 nepripasta a cifra 7 sa neopakuje.

Vnutorné cifry mozu byt uz len 1, 3, 9, takze vyhovujuce ¢islo je najviac patciferné. Ak existuje, tak jeho prva
cifra je najviac 8 a druhda najviac 9. Hladajme teda vyhovujuce ¢islo zacinajice dvojéislim 89.

Cislo 9 deli z ¢isel 81 a 83 iba to prvé, ¢o dava pociatoéné trojéislie 891. Po nej teda nasleduje posledna vnitorna
cifra 3. Aby sme splnili podmienku delitelnosti, mohli by sme za fiu umiestnit cifru 2, 5 alebo 8. Najvacsia cifra
8 v8ak uz bola pouZita, vezmime preto druhu najvacsiu cifru 5.

Vzniknuté ¢islo 89135 vyhovuje, lebo 9 deli 81 aj 18, 1 deli 93 aj 39 3 deli 15 aj 51.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach ohodnotte ¢iastkové kroky nasledovne:

A1 [1 bod] Najdenie akéhokolvek vyhovujiceho ¢isla (aj bez overenia, Ze je vyhovujtice).

A2 [2 body] Najdenie najvacSieho vyhovujiceho ¢isla 89135 (aj bez overenia, Ze je vyhovujuce, t. j. bez vypisu
delitelnosti, ktoré su na to potrebné).

A3 [1 bod] Pozorovanie, Ze ak je nejakd vnuatorna cifra parna, tak je vyhovujtce ¢islo nanajvys Stvorciferné.
Tento bod moZno udelit aj vtedy, ak rieSenie asponl dvakrat pouZije tvrdenie, Ze parna cifra nemoze byt
vnutorng, ak je jedna z jej susednych cifier neparna.

A4 [1bod] Zdovodnenie, Ze cifra 5 nemdze byt vnutorna.

A5 [2 body] Zd6vodnenie, Ze cifra 7 nemdze byt vnutorna.

Nech a; je pocet bodov za Ai. Celkovo potom dajte max{a4, a,} + a3 + a, + a5 bodov.

Ak by sa stalo, Ze rieSenie splni vSetky kroky A1, A2, A3, A4, A5, a napriek tomu obsahuje medzeru v argumentacii
(napr. o maximalnosti najdeného vyhovujiceho ¢isla), dajte 5 bodow.

RieSenia sa m6Zu odvolavat na ¢iastkové kroky z tlohy 1 domaceho kola bez opakovania dékazu.

Nech ABCD je konvexny stvoruholnik. Nech body E, F, G, H, I, ], K, L leZia na kruznici v tomto poradi, pricom E
aF leZiavnutri strany AB, G a H vnutri strany BC, I aJ vnutri strany CD, K a L vnitri strany DA. Nech |AE| = |AL|,
|BF| = |BG|, |CH| = |CI|. Dokazte, Ze

|EF| = |GH| = |I]| = |KL].

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie 1:
KruzZnicu oznacme k a jej stred S. Trojuholniky ASL a ASE st zhodné podla vety sss, takze |<SAL| = |XSAE]|.
Priamka AS je tak nielen os simernosti kruznice k, ale aj os simernosti spominanej dvojice trojuholnikov, teda
aj os simernosti priamok AL a AE. Spolo¢ny bod AL a k, t. j. bod K, je teda simerne zdruZeny so spolo¢nym
bodom AE a k, t. j. bodom F. Z toho vyplyva, Ze Gsecky LK a EF st simerne zdruZené podla osi AS, a preto
|LK| = |EF].



Analogicky platia rovnosti |[EF| = |HG| a |GH| = |]I|.

RieSenie 2:

Kruznicu oznacme k a jej stred S. Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni mézeme zdovodnit, Ze |<SAL| =
|«SAE| a analogicky |«SBF| = |«SBG| a |«SCH| = |«SCI|. To znamend, Ze osi uhlov pri vrcholoch 4, B, C
sapretinaji vbode S.Bod S je tak rovnako vzdialeny od stran Stvoruholnika ABCD. Z toho vyplyva, Ze Stvoruhol-
nik ABCD ma vpisanu kruznicu (podobne ako pri trojuholniku sta¢i uvazovat o jednu os uhla menej, nez kol'ko
je vrcholov) a jej stred je bod S. Oznacme vpisanu kruznicu [.

I

]

KruZnice k a I st teda sustredné. Doty¢nica k vpisanej kruznici [ vytina tetivu kruznice k. Ak touto doty¢nicou
otacame okolo spolo¢ného stredu S, dlzka vytatej tetivy sa nemeni. DIzky tetiv EF, GH, I], KL s si preto rovné.

Poznamka:

Napriek tomu, Ze nie je potrebné nic viac ako osova simernost (a tento pohlad povazujeme za velmi elegantny aj
efektivny), spomenieme aj ,Standardnd” argumentaciu pomocou zhodnych trojuholnikov. Td je moZné vykonat’
niekol’kymi sp6sobmi, avSak v nasledujicom pripade je potrebna urc¢ita opatrnost.

Aby sme dokazali rovnost |KL| = |FE|, pontuka sa zd6vodnit, Ze trojuholniky SAL a SAE st podobné a trojuhol-
niky SAK a SAF st podobné (potom uz budeme vediet, Zze |AK| = |AF| a |KL| = |AK| — |AL| = |AF| — |AE| =
|FE|). Trojuholniky SAL a SAE st zhodné podla vety sss, ako uz bolo spomenuté. Pre zhodnost’ trojuholnikov
SAK a SAF mézeme vyuzit zdielanu stranu SA4, zhodné strany SK a SF a zhodné uhly SAK a SAF, avsak ziadna
veta o zhodnosti priamo nehovori, Ze trojuholniky SAK a SAF sa zhodné. ,Najblizsie“ je tomu veta Ssu, ktora
vyZaduje dva pary zhodnych stran a jeden par zhodnych uhlov leZiacich v§ak oproti najdlhsej strane trojuholni-
ka, ¢o nie je nas pripad.

Predstavme si vSak konstrukciu trojuholnika SAK, ked’ st dané diiky useciek SA a SK a velkost uhla SAK. Za-
¢neme uhlom SAK, potom nanesieme dizku |SA| a nakoniec kruznica so stredom v bode S a polomerom |SK|
pretne druhé rameno uhla SAK v nanajvys dvoch bodoch. V tomto pripade ho pretne v dvoch r6znych bodoch K
a L a skonstruujeme tak dva nezhodné trojuholniky SAL a SAK. Pri konstrukcii trojuholnika SAF su dané rov-
naké tri prvky |SA|, |SF| a |[«SAF|, takZe opat dostaneme dva nezhodné trojuholniky SAE a SAF, ktoré musia byt
v nejakom poradi zhodné s trojuholnikmi SAL a SAK. KedZe trojuholniky SAL a SAE st zhodné, aj trojuholniky
SAK a SAF su zhodné.

RieSenie 3:
Nech S je stred kruznice a T a U su jeho kolmO priemety na priamky AE, resp. AL. KedZe trojuholnik SEF je
rovnoramenny so zakladnou EF, bod T je jej stred. Podobne bod U je stred tetivy K L.

A E F

Trojuholniky SAL a SAE st zhodné podla vety sss. Pravouhlé trojuholniky SAT a SAU st podobné podla vety
uu, pretoze |«XSAT| = |«SAU|, a st dokonca zhodné, pretoZe majt spolo¢nui stranu SA. Preto plati |AT| = |AU],



a nasledne
|LU| = |AU| — |AL| = |AT| — |AE| = |ET]|.

Odtial’ uz dostavame
[LK| =2-|LU|=2-|ET| = |EF].
Analogicky platia rovnosti |[EF| = |HG| a |GH| = |]I|.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite Ciasto¢né kroky nasledovne:
A1l [1bod] Bez dékazu uvedena zhodnost dvoch trojuholnikov obsahujtcich jeden z vrcholov 4, B, C, D a stred
S kruznice, napr. SAL a SAE alebo aj SAK a SAF.

A2 [1 bod] Zmienka o osovej simernosti danej niektorou z priamok AS, BS, CS, DS. Staci hypotéza, spravne
zd6vodnenie nie je nutné.

A3 [2 body] Dokaz zhodnosti jedného paru trojuholnikov zdielajdcich niektorud zo stran A4S, BS, CS, DS, napri-
klad SAL a SAE alebo SAU a SAT zo vzorového rieSenia.

A4 [4 body] Dokaz zhodnosti dvoch parov trojuholnikov zdielajicich niektord, avsak pre oba pary rovnaku,
zo stran AS, BS, CS, DS, napriklad SAE a SAL aktomu SAF a SAK alebo SAE aSAL aktomuSAT aSAU.lde
o to, aby zo zhodnosti tychto dvoch parov uz bolo mozné odvodit jednu z rovnosti |[EF| = |GH| = |I]| =
|KL].

A5 [5 bodov] Zdévodnenie ktorejkolvek z rovnosti |EF| = |GH| = |I]| = |KL|.

B1 [1 bod] Hypotéza, Ze dany stvoruholnik ma vpisanu kruznicu.

B2 [1 bod] Dokaz, Ze niektora z priamok AS, BS, CS, DS je os uhla pri prisluSnom vrchole.

B3 [4 body] Ddkaz, Ze dany Stvoruholnik ma vpisant kruznicu.

Nech a; je pocet bodov za Ai a b; za Bi. Celkovo potom dajte max{a, + a,, as, a4, as, by + b,, b3} bodow.

AK riesitel dokaze, ze stvoruholnik ABCD ma vpisanu kruznicu, ktora je ststredna s danou Kruznicou k, a po-
tom vyhlasi za zrejmé, Ze dotycnice k vpisanej kruznici vytvoria rovnako dlhé tetivy povodnej kruznice k, dajte
vSetkych 6 bodov.

Niektoré rieSenia m6zu vyuZit mocnost bodu ku kruznici. Z mocnosti bodu A k danej kruznici okamzite vyplyva
|AL| - |AK| = |AE| - |AF|, z ¢oho |AK| = |AF|, a nasledne |KL| = |AK| — |AL| = |AF| — |AE| = |FE|. Tym je
okamzite splneny krok A5.

Dvaja hraci hraj}i takuato hru: Prvy hrac si tajne vyberie niektoré policko §achovnic§ 8% 8. Druhy hrac opakovane
voli riadok a sglpec a pyta sa: ,Je tvoje policko v tomto riadku alebo v tomto stlpci?“. Prvy hra¢ mu pravdivo
odpovie bud’ ,,Ano. alebo ,Nie.. Najmenej kol'ko takych otazok druhy hrac¢ potrebuje, aby s istotou zistil, ktoré
policko si prvy hra¢ vybral?

(Jozef Rajnik)
RieSenie:
Poli¢ko $achovnice v r. riadku a s. stipci oznaéime (7, s).

Najskér ukaZzeme, Ze druhému hracovi staci 9 otazok. Prvymi 8 otazkami sa spyta na policka leZiace na uhlo-
priecke, t.j.na poli¢ka (i, i), kde i € {1, ..., 8}. Tym sa spyta na kazdy riadok aj kazdy stipec, takZe nemoZe dostat
iba odpovede ,Nie. Ak dostane iba jednu odpoved’ ,Ano., prvy hraé si musel vybrat to poli¢ko (i, ), pre ktoré
zaznela kladna odpoved. Ak dostane kladné odpovede pre rézne policka (i,i) a (j, ), tak si prvy hrac¢ vybral
policko (i, j) alebo (j, i). Poslednou otdzkou sa druhy hrac spyta na jedno z tychto poli¢ok, ¢im hladané policko
odhali.

Aby sme nahliadli, Ze 8 otazok druhému hracovi nestaci (nech uz sa bude pytat akokolvek), predstavme si, Ze
prvy hrac hra ,nefér” - na zaciatku si nevyberie Ziadne poli¢ko, na kazdu otdzku odpovie tak, ako sa mu to
prave hodi, a po svojej odpovedi si bude paméatat’' mnoZinu poli¢ok, ktoré vyhovuji vSetkym svojim doterajSim
odpovediam. Kym bude tato mnoZina policok neprazdna, nemdéze druhy hrac tito neférova hru prvého hraca
odhalit' - ten mo6Zze vzdy tvrdit, Ze si na zaciatku vybral jedno z policok, ktoré v neprazdnej mnoZine zostavaju.
Stratégiou prvého hraca v jeho neférovej hre bude vybrat si z dvoch odpovedi zakazdym td, ktora mu v neprazd-
nej mnozine ponecha viac policok. Na prvych 5 otazok tak odpovie ,Nie.“ Potom eSte stale existuju aspon 3 riad-
ky a aspoti 3 stipce, na ktoré sa druhy hraé¢ nespytal, takZe prvému hracovi zostadva mnozina najmenej 9 poli¢ok
v prieniku tychto riadkov a stipcov. Po 6. otazke ostane najmenej 5 poli¢ok, po 7. otazke najmenej 3 policka
a po 8. otazke este stale aspon 2 policka, o ktorych moZe tvrdit, Ze si niektoré z nich vybral uZ na zaciatku hry.
Druhému hracovi tak 8 otazok nestaci, nech uz voli otazky akokolvek.



Poznamka:
Aby sme ilustrovali ndro¢nost rozliSenia spravnej a nespravnej argumentacie, uvedieme este nasledujtce ,rieSe-

s

nie :

Pozrime sa najskor na Sachovnicu 2 X 2. Je lahké overit, Ze druhy hrac potrebuje aspon 3 otazky, aby nasiel
vybrané policko. Ak prvy hrac pri vel'’kej Sachovnici 8 X 8 na prvych 6 otazok odpovie ,Nie.’, zostavaju naj-
menej 2 riadky a najmenej 2 stipce, na ktoré sa druhy hra¢ nespytal. Z poli¢ok nachadzajticich sa v prieniku
tychto riadkov a stipcov méZeme vytvorit' $achovnicu 2 X 2 a uz vieme, Ze na fiu potrebuje druhy hraé aspon
3 dalsie otazky. Preto v takom pripade bude treba aspon 9 otazok, 8 nebude druhému hracovi stacit.

Tato argumenticia je nespravna v momente, ked pouZijeme (sdm osebe spravny) vysledok pre Sachovnicu 2 x 2.
Na samotnej Sachovnici 2 X 2 sa totiZ prvou otdzkou vieme opytat jedine na 3 policka, zatial' ¢o na ,podsachovni-
ci“ 2 x 2 (vytvorenej zo Sachovnice 8 X 8) sa vieme opytat aj na 2 policka tak, Ze zvolime policko vo vhodnom
riadku mimo (!) podSachovnice 2 X 2. Takze mo6zu stacit 2 otazky aj potom, ¢o 6-krat zaznela odpoved’ ,Nie.".

Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite Ciasto¢né kroky nasledovne:
Al [1 bod] Popis stratégie obsahujuicej 9 otazok, ktoré naozaj stacCia na odhalenie vybratého policka, avsak
s chybajtcim alebo chybnym zdévodnenim, preco tieto otazky stacia. Napriklad v opise ,Druhy hrac sa naj-
skor spyta na 8 policok na diagondle a deviatou otazkou zisti, ktoré z dvoch policok si prvy hrac vybral.“

chyba rozbor poctu kladnych odpovedi z prvych 8 otdzok - predovsetkym zmienka, Ze moZe zazniet jedina
kladna odpoved.

A2 [2 body] Dokaz, Zze druhému hracovi 9 otazok pri vhodne zvolenej stratégii staci.

B1 [1 bod] Vyslovenie myslienky, Ze prvému hracovi ,sa hodi“, aby jej odpovede vyradili menej policok, nez
kol'’ko ich zostane (v zmysle vyradenych a zvy$nych policok popisanych vo vzorovom riesenti).

B2 [1bod] Vyslovenie myslienky, Ze prvému hracovi ,sa hodi‘, aby niekol'’ko prvych odpovedi bolo negativnych.
B3 [2 body] Dokaz, ze 7 otdzok druhému hracovi nestaci, nech sa pyta akokolvek.

B4 [4 body] Dékaz, Ze 8 otdzok druhému hracovi nestaci, nech sa pyta akokolvek.

Nech a; je pocet bodov za Ai a b; za Bi. Celkovo potom dajte max{a,, a,} + max{b;, b,, b3, b4} bodov.
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