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53.ro¢nik MO Zadania uloh c¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(Sutaz sa konala 20.-23. 6. 2004.)

1. Dokazte, Ze realne &isla p, ¢, r spliaja podmienku
p*(g—7)* +2p* (g +7) +1=p’
prave vtedy, ked kvadratické rovnice
? +pr+q=0, v —py+r=0
maju redlne korene (nie nutne rozne), ktoré mozno oznacit x; s resp. y12 v takom

poradi, Ze plati rovnost z1y; — Toys = 1. (J. Simsa)

2. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k existuje najviac koneéne vela takych trojic
navzajom roznych prvocisel p, q, r, pre ktoré je ¢islo gr — k nasobkom p, ¢islo pr — k
nasobkom ¢ a sucasne ¢islo pg — k nasobkom 7. (...)

3. Vnitri tetivového stvoruholnika ABCD je dany bod P tak, ze plati
|{BPC| = |{BAP|+ |{PDC|.

Oznac¢me F, F', G pity kolmic z bodu P postupne na priamky AB, AD a DC. Dokéazte,
ze trojuholnik FEG je podobny s trojuholnikom PBC. (J. Svréek)

4. V obore redlnych cisel rieste stistavu rovnic

1 1 1
— =241, —=%41, —=Z41
Ty z yz zr oy

(J. Foldes)

5. Vnutri stran AB, BC, C'A daného trojuholnika ABC' st zvolené postupne body K,
L, M tak, ze plati

|AK| |BL| |CM]

|KB| |LC|  |MA|
Dokazte, ze trojuholniky ABC a K LM maja spolocny priese¢nik vysok prave vtedy,
ked je trojuholnik ABC rovnostranny. (P. Cernek)

6. Na stole lezi k kopok s 1, 2, ..., k kamienkami, pricom k = 3. V prvom kroku
vyberieme 3 Tubovolné kdpky na stole, spojime ich do jednej a z tejto novej kopky
odstranime 1 kamienok (pre¢ zo stola). V druhom kroku opéft spojime niektoré tri kopky
do jednej a potom z nej odoberieme 2 kamienky. VSeobecne v i-tom kroku spojime
Tubovolné tri kopky, v ktorych je spolu viac ako i kamienkov, do jednej kopky a potom
z nej 1 kamienkov odstranime. Predpokladajme, Ze po niekolkych krokoch zostane na
stole jedina kopka, v ktorej je p kamienkov. Dokazte, zZe ¢islo p je Stvorec prave vtedy,
ked obe ¢isla 2k + 2 a 3k + 1 s Stvorce. Dalej potom najdite najmensie k, pre ktoré je
¢islo p Stvorec. (R. Kucera)



