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1. V obore redalnych cisel rieste sustavu rovnic

vae—y?=z-1,
Vy—22=x-1,
Vz—x2=y—1

(Radek Horensky)

Riesenie. Hodnoty odmocnin st vzdy nezaporné a odmocnované hodnoty tiez, preto
nezndme z, y, z musia spliiat podmienky z,y,2 = 1, z = ¢?, vy = 22 a z =
> 22. 7 poslednych troch nerovnosti mame max{x,y,z} = max{y?, 22, 22}. Opacna
(neostra) nerovnost plati vdaka tomu, Ze t < ¢? pre kazdé t > 1. Preto max{xz,y, 2} =
= max{y?, 22,22} = 1, teda = y = 2z = 1 a obe strany vsetkych troch rovnic ststavy
st rovné nule (to je skuska).

Obmena postupu. Namiesto tvahy o maximach moézeme po zisteni z prvej vety
riesenia pokracovat nasledovne: plati z = y2 = y = 22 = z 2> 22, nerovnost medzi
krajnymi vyrazmi x = 2 uz znamend = = 1, takze aj hodnoty y, z z uvedeného retazca
Siestich ¢lenov st rovné 1.

Zaver. Ststava ma jediné rieSenie r =y = z = 1.

Iné riesenie. (Podla Filipa Slddka.) Ak vSetky rovnice umocnime a s¢itame, dostaneme
(z—1)(1—-22)+ (y—1)(1 —2y) + (2 — 1)(1 — 22) = 0.

Zrejme kazdy sc¢itanec je nekladny, kedze x,y, z = 1; teda vSetky tri s¢itance musia byt
nulové. Odtial priamo = = y = z = 1 a skiskou overime, Ze je to naozaj rieSenie.

Za uplné riesenie je 6 bodov, ak nie je urobena skuska a podané riesenie ju vyzaduje, strhnite 1 bod.
Pri netplnych rieSeniach za vypisanie vsetkych Siestich nerovnosti z prvej vety rieSenia dajte 1 bod,
1 bod dajte aj tym, ktori hladant trojicu uhddnu. Uplné riesenia zalozené na umociiovani rovnic (bez
podstatného vyuzitia nerovnosti ¢ < 2 pre kazdé t = 1) nie st ulohovej komisii zname, ak sa také
objavia, prosime o ich zaslanie.

2. Najdite vsetky mozné hodnoty podielu

r+ 0
a+b’

pricom r je polomer kruznice opisanej a o polomer kruznice vpisanej pravouhlému
trojuholniku s odvesnami dlzZok a a b. (Tomas Jurik)

RieSenie. Pre dlzky tisekov stran veobecného trojuholnika A BC' od vrcholov k bodom



Obr. 1

dotyku vpisanej kruznice (ozna¢enym podla obr. 1) platia zndme vztahy

—b b—
BV = |BT| = “ =2, o) = [ov| = =

_b+c—a

AU = |AV] :

ktoré mozno Tahko ziskaf vyrieSenim sistavy rovnic
|AV |+ |BV| =¢, |AU|+|CU|=b, |BT|+|CT|=a.

Body C, T, U spolu so stredom S vpisanej kruznice st vo vSeobecnosti vrcholmi
deltoidu, ktory je v pripade pravého uhla AC B stvorcom so stranou ¢ = |SU| = |SV/|.
7Z porovnania s vyssie uvedenymi vzfahmi pre dizky asekov CT, CU vyplyva

a+b—c_

0= 5 )

podla Téalesovej vety v pravouhlom trojuholniku navyse plati r = %c. Spolu dostavame

L c+a+b—c a-+b
r = — = )
=3 2 2

Sktmany podiel (r+ p)/(a+b) ma preto v lubovolnom pravouhlom trojuholniku jedint
mozna hodnotu, rovnu ¢islu %

Uvedené rieSenie mozno rozne menit, napriklad tak, Ze namiesto vSeobecnych
vztahov pre tseky stran vyjdeme z rovnosti |CT| = |CU| = p, z ktorych vyplyva
|AV| = |AU|=b—p a |BV| = |BT| = a — p, teda

2 = ¢ = |AB| = [AV| +|BV| = (b~ o) + (a — o),

odkial uz zaver dostaneme okamzite.

Iné riesenie. Pre obsah P vSeobecného trojuholnika ABC' plati vzorec
2P = o(a+b+c);

na jeho odvodenie staci s¢itat obsahy trojuholnikov ABS, AC'S a BCS majacich na
strany povodného trojuholnika zhodné vysky velkosti p. V pripade v = 90° je vSak
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2P = ab a okrem toho, ako uz sme spomenuli vyssie, r = %c. Spolu s Pytagorovou
vetou ¢? = a? 4 b? tak dostavame

r—l—ng—l— ab :ac+bc—|—02+2ab:ac+bc+a2+b2—|—2ab:
2 a+b+c 2(a+b+c) 2(a+b+c)
_(a+bc+(a+b)? (a+b(a+b+c) a+bd
 2(@+b+e) 2@+ bte) 27

a prichadzame tak k rovnakému zaveru ako v pé6vodnom rieseni.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Zname vzfahy pre dlzky tsekov stran od vrcholov k bodom dotyku
vpisanej kruZnice nie je nutné dokazovat, rovnako ako vztah medzi obsahom, polomerom kruZnice

vpisanej a obvodom trojuholnika. Pri netdplnych rieSeniach dajte 1 bod za vzorec r = %c; za vyjadrenie

o v tvare p = %(a + b — ¢) dajte 3 body, z toho 1 bod za objav Stvorca CUST), zatial ¢o za vzorec
2P = g(a 4+ b+ ¢) iba 1 bod (posledné dva zisky nemozno séitat).

3. Na tabuli su napisané ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime niekolko cisel
napisanych na tabuli (aspon dve), ktorych sucin je druhou mocninou prirodzeného
¢isla, zvolené éisla zotrieme a na tabulu napiseme druhi odmocninu z ich sucinu. Takto
pokracujeme, aZ na tabuli ostand iba také cisla, Ze sucin Ziadnych z nich nie je druhou
mocninou. Kolko najmenej ¢isel moze na tabuli ostat? (Peter Novotny)

Riesenie. Sucin vsetkych ¢isel napisanych na tabuli je rovny
S=2%.3%.57.74.11°.13% . 17.19- 23 - 29 - 31.

Pritomnost neparnych exponentov znamend, Ze S nie je druhou mocninou. Preto ne-
mozeme zotriet v prvom kroku vSetky napisané ¢isla. Prvodisla 17, 19, 23, 29 a 31
dokonca nezotrieme nikdy. Zo vSetkych ostatnych ¢isel, ktoré sa na tpravach zucastnit
mozu, vznikne vzdy neprazdny subor ¢isel, takze na tabuli bude stale asponl 5+ 1 =6
¢isel. Ukazeme, Ze 6 je hladany najmensi pocéet uvedenim jedného postupu (z mnohych
moznych).

Kvoli neparnym exponentom pri prvocislach 2, 3, 5 a 11 vyclenime najskér napri-
klad skupinu ¢isel A = {2,9,11,22,25} a vSetky ostatné ¢isla rozne od 17, 19, 23, 29
a 31 zaradime do skupiny

B =1{3,4,5,6,7,8,10,12,13,14, 15,16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33}.

V prvom kroku vyberieme vSetky ¢isla z A a nahradime ich ¢islom

n=+v2-9-11-22-25=+22.32.52.112=2.3-5-11.

KedZe stéin vsetkych é&isel z B je 23172 .315-2.57-2.74.113-2.132 = 229.313 .55 . 74.
-11-132, vyberieme v druhom kroku éislo n spolu so vietkymi ¢islami z B a nahradime
ich cislom

V(2-3-5-11)-(220-313.55.74.11-132) =21 .37 .5%.72. 11 -13.

Potom uZ ostane na tabuli iba Sest ¢isel, ¢o je, ako sme vysvetlili, najmensi mozny
pocet.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za tivahu o prvocislach 17, 19, 23, 29 a 31, 2 body
za zistenie neparnych exponentov pri prvocislach 2, 3, 5 a 11 a 3 body za opis postupu veduceho
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k cielovym Siestim éislam (Sieste ¢islo rozne od 17, 19, 23, 29 a 31 moze pri roznych postupoch vyjst

rozne).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia Skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zésielka bola dorucend pred Vianocami. Odporica sa odoslat ich najne-

skor 16. decembra 1. triedou.



