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58.ro¢nik MO Zadania uloh c¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(Sutaz sa konala 21. —24. 6. 2009.)

1. Oznaéme RT mnozinu vsetkych kladnych redlnych &isel. Najdite vsetky funkcie
f:RT — R*, ktoré pre Iubovolné z,y € R spliiaji podmienku

(1+yf(@)(1—yfl@+y) =1.
(Frantisek Kardos)

2. Pre dané kladné celé ¢isla a, k je postupnost (a,)52 ; definované vztahmi
a1 =a a apt1 = an +k-o(a,) pren=12 ...,

pri¢om p(m) oznacuje sucin cifier ¢isla m zapisaného v desiatkovej ststave (napriklad
0(413) = 12, 0(308) = 0 a pod.). Dokazte, ze existuju kladné celé éisla a, k také, ze
postupnost (a,)52; obsahuje prave 2009 réznych ¢isel. (Peter Novotny)

3. Nech k je kruznica pripisand k strane BC daného trojuholnika ABC. Zvolme
priamku p rovnobeznu so stranou BC' pretinajucu usecky AB, AC v bodoch D, F.
Kruznicu vpisani do trojuholnika ADFE oznac¢me [. Doty¢nice ku kruznici k£ vedené
z bodov D, E neprechadzajice bodom A sa pretinaju v bode P. Dotyc¢nice ku kruznici [
vedené z bodov B, C neprechadzajice bodom A sa pretinaju v bode (). Dokéazte, Ze
priamka P() prechddza pevnym bodom nezéavislym od volby priamky p.

(Tomas Jurik)

4. Dané je kruznica k a jej tetiva AB, ktora nie je jej priemerom. Vnutri dlhsieho
oblika AB kruZnice k zvolime Iubovolne bod C. Obrazy bodov A a B v osovych
sumernostiach podla priamok BC a AC oznaCime K a L. Dokazte, Zze vzdialenost

stredov useCiek KL a AB nezavisi od polohy bodu C. (Tomas Jurik)
5. Dané je n-tica celych &isel aq, ... ,a, spliiajica nasledujice podmienky:
(1) 1S a1 <ag <+ <ay = 50;
(ii) pre kazdu n-ticu kladnych celych ¢isel by, ... , b, existuje kladné celé ¢islo m a n-
tica kladnych celych cisel cq,... ,c, taka, ze
m-b,=c¢j" prei=1,...,n.
Dokazte, ze n < 16 a urcte pocet roznych n-tic ay,. .. ,a, spliiajicich dané podmienky
pre n = 16. (Peter Novotny)

6. Nech n = 16 je prirodzené ¢islo. Uvazujme mnozinu

G = {(a:,y) cxyy € {1,2,... ,n}}

pozostavajicu z n? bodov roviny. Nech A je Iubovolna podmnozina mnoziny G obsa-

hujtca aspoti 4n\/n prvkov. Dokazte, %e existuje aspoii n? konvexnych stvoruholnikov

majucich vrcholy v A, ktorych vSetky uhlopriecky prechadzaju jednym bodom.
(Polsko)



