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58.ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh IMO
(Sutaz sa konala 14.—-21.7. 2009.)

1. Nech n je kladné celé ¢isloa aq, ..., a; (k 2 2) st navzajom rozne celé ¢isla z mnoziny

{1,...,n} také, ze n je delitelom ¢isla a;(a;y1 — 1) pre i = 1,... ,k — 1. Dokazte, ze n

nie je delitelom ¢isla ag(a; — 1). (Australia)

2. Dany je trojuholnik ABC so stredom opisanej kruznice O. Nech P resp. () je vntutorny
bod strany C'A resp. AB. Oznac¢me postupne K, L, M stredy tseciek BP, CQ, PQ aTl
kruznicu prechadzajicu bodmi K, L, M. Predpokladajme, Ze priamka P() sa dotyka
kruznice I'. Dokéazte, ze |OP| = |0Q)|. (Rusko)

3. Predpokladajme, Ze si,s2,s3,... je rastica postupnost kladnych celych ¢isel taka,
ze obe jej podpostupnosti

851788278837"' a 881+17882+17883+17"'
st aritmetické. Dokazte, Ze potom aj postupnost si, so, s3, ... je aritmetickd. (USA)

4. Dany je trojuholnik ABC, pri¢om |AB| = |AC/|. Osi uhlov CAB a ABC pretinaju
strany BC' a C'A postupne v bodoch D a E. Nech K je stred kruznice vpisanej do
trojuholnika ADC'. Predpokladajme, ze | BEK | = 45°. Najdite vSetky mozné velkosti
uhla CAB. (Belgicko)

5. Urcte vsetky také funkcie f z mnoziny kladnych celych ¢isel do mnoziny kladnych
celych cisel, ze pre vSetky kladné celé cisla a, b existuje nedegenerovany trojuholnik so
stranami dlzok

a, f(b), f(b+[f(a)=1).

(Trojuholnik je nedegenerovany, ak jeho vrcholy nelezia na jednej priamke.)
(Francizsko)

6. Nech aq, as, ..., a, st navzajom rozne kladné celé ¢isla a M je mnozina n — 1
kladnych celych ¢isel neobsahujica ¢islo s = a; + as + - -+ + a,. Lacény konik skace
pozdlZ ¢iselnej osi, pri¢om zacina v bode 0 a urobi smerom doprava n skokov s dlzkami
ai, as, ..., a, v nejakom poradi. Dokazte, ze poradie skokov sa dé zvolit tak, aby lu¢ny
konik nepristal na ziadnom ¢isle z mnoziny M. (Rusko)



