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61. roénik Matematickej olympiady Zadania tloh MEMO

(Sutaz sa konala 6.-12. 9. 2012.)
Sttaz jednotlivcov:
I-1. Najdite vSetky funkcie f: RT — R™ také, Ze rovnost

flx+ fy) =yflzy+1)

plati pre vSetky z,y € Rt. (Symbol R oznacuje mnozinu vsetkych kladnych realnych
Cisel.) (Chorvatsko)

I-2. Dané je kladné celé ¢islo N. Mnozina S C {1,2,..., N} sa nazyva pripustnd, ak
neobsahuje také tri navzajom rozne cisla a, b, ¢, ze a deli b a stcasne b deli c. Urcte
najvicsi mozny pocet prvkov, ktory méze mat pripustnd mnozina S. (Madarsko)

I-3. Dany je lichobeznik ABCD, pricom AB || CD, |AB| > |CD| a priamka BD je
osou uhla ADC'. Priamka prechadzajica bodom C' rovnobeznd s AD pretina tsecky
BD a AB postupne v bodoch F a F. Ozna¢me O stred kruznice opisanej trojuholniku
BEF. Predpokladajme, ze |[{ACO| = 60°. Dokazte, ze

|CF| = |AF|+ |FO|.
(Chorvatsko)

I-4. Postupnost {a,}, je definovana vztahmi ap =2, a1 =4 a

AnGnp—1
2

py1 = + an + an—1  pre vsetky kladné celé cisla n.

Urcte vSetky prvocisla p, pre ktoré existuje kladné celé ¢islo m také, Ze p je delitelom
am — 1. (Svajciarsko)

Sutaz druzstiev:

T-1. Najdite vSetky trojice (x,y, z) redlnych ¢isel také, ze

203+ 1= 3zx,
2y + 1 = 3xy,
223 +1 = 3yz.

(Ceska rep., Jaroslav Svrcek)

T-2. Nech a, b, ¢ st kladné realne cisla, pre ktoré plati abc = 1. Dokazte, ze

V9 +16a2 4+ /9 + 1602 + V94 16¢2 = 3+ 4(a + b+ c).

(Nemecko)



T-3. Nech n je kladné celé ¢&islo. Uvazujme slova dizky n zloZené z pismen mnoziny
{M, E,O}. Oznacme a pocet tych slov, ktoré obsahuji parny pocet (moze byt aj nulovy)
blokov M E' a parny pocet (moze byt aj nulovy) blokov M O. Podobne ozna¢ime b pocet
tych slov, ktoré obsahuju neparny pocet blokov M E a neparny pocet blokov MO.

Dokézte, ze a > b. (Polsko)
T-4. Nech p > 2 je prvocislo. Pre ITubovolni permuticiu 7 = (w(1),7(2),...,7(p))
mnoziny S = {1,2,... ,p} ozna¢me f(m) pocet tych ¢isel spomedzi

r(1), 7(1)+7(2), .., 7(1)+7(2) + ..+ 7).

ktoré su delitelné ¢islom p. Uréte priemernt hodnotu ¢isla f(7), ak uvazujeme vsetky
permutacie m mnoziny S. (Madarsko)

T-5. Nech K je stred strany AB daného trojuholnika ABC'. Nech L a M st také body
leziace postupne na strandch AC' a BC, pre ktoré plati |{CLK| = |{KMC|. Dokazte,
ze kolmice na strany AB, AC a BC prechadzajice postupne bodmi K, L a M sa
pretinaji v jednom bode. (Polsko)

T-6. Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, ktorého ziadne dve strany nie st rovno-
bezné, pricom |{ABC| = |{CDA|. Predpokladajme, ze priese¢niky dvojic osi uhlov
pri susednych vrcholoch stvoruholnika ABC'D tvoria Stvoruholnik FFGH. Nech K je
priesecnik uhlopriec¢ok stvoruholnika FF'G H. Dokazte, ze prieseénik priamok AB a C'D
lezi na kruznici opisanej trojuholniku BK D. (Chorvatsko)

T-7. Néjdite vSetky trojice (z,y, z) celych kladnych ¢isel také, ze

X
¥ +yt =27,

z¥ + 2012 = y* L
(Litva)
T-8. Pre lubovolné celé kladné ¢islo n oznac¢me d(n) pocet kladnych delitelov ¢isla n.

Zistite, ¢ existuju celé kladné ¢isla a a b také, ze d(a) = d(b) a d(a®) = d(b?), ale
d(a®) # d(b?). (Ceské rep., Michal Rolinek)



