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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH
62. rocnik, Skolsky rok 2012/2013

Domace kolo

Kategérie A, B, C — zadania dloh
M0

Slovenskd komisia Matematickej olympiddy véas pozyva zicastnit sa 62. ro¢nika Matematickej
olympiady — sutaze pre Ziakov strednych $kol v nasej republike.

Mili ziaci strednych skol,

Kategoria A je urcend ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnéazii (s pétroénym studiom) je
urcena kategéria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 3. decembra 2012 (kategdria A)
a do 14. januara 2013 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj domaceho kola tspesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
budi v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit Styri tlohy. O poradi v krajskych kolach roz-
hoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Napriklad ak prave 5 ziakov dosiahne viac
bodov ako ziak X a préave traja ziaci (vratane X) dosiahnu rovnako vela bodov ako X, tak
ziakovi X patri v poradi 6.—8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom
ur¢ujeme umiestnenie vSetkych ziakov. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategérii A budu este najlepsi riesitelia krajského kola z celej republiky stutazif v celoStat-
nom kole, kde budu dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice tloh. Z tspesnych riesitelov
celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vyberd druzstvo Slovenskej republiky na Medzi-
narodnt matematickt olympiadu (ktora bude v jali 2013 v Kolumbii), na medzistatne stretnutie
s Ceskou republikou a Polskom (bude v juni 2013 v Ceskej rep.) a na Stredoeurépsku matema-
tickl olympiadu (bude v auguste 2013 v Madarsku).

Pre najlepgich riesitelov MO kategérie C sa v maji 2013 v Polsku uskuto¢ni Cesko-polsko-
slovenské stretnutie juniorov. Vyber slovenského druzstva prebehne nasledovne: Riesenia naj-



lep$ich riesitelov krajského kola kategérie C budi centralne zozbierané a jednotne ohodnotené.
Podla poradia po tomto ohodnoteni buda osloveni prvi Siesti s ponukou Uc¢asti na sttazi v Pol-
sku (v pripade rovnosti bodov sa ako dopliiujice kritérium moéze brat do ivahy tcast vo vysse;
kategérii MO, ucast v koreSpondenénom semindri, ¢i acast v Z9 v predoslom sk. roku).

Terminy 62. ro¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategdria A 11.12.2012 15.01.2013 17.-20.03.2013
Kategdrie B, C 24.01.2013 09.04.2013 —

Matematicki olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva, vedy, vyskumu a $portu SR v spolu-
praci s Jednotou slovenskiych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olym-
piady. Stutaz riadi Slovenskd komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie MO. Na jednot-
livych gkoldch ju zaistuji ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky.
Celostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribtciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej st¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

RieSenia stfaZnych tloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

I.C, Gymnazium L. Eulera, Okrihle nam.5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2012/2013

c-I-3

Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa

vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany oc¢islujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje

Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a riesent uloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://matematika.okamzite.eu
http://fpedas.uniza.sk/ novotny/M0.htm http://www.imo-official.org

(KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato stfaz je velmi efektivnou formou
pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni ako takom.
K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre najlepSich riesitelov. Pre riesitelov
MO kategorii B a C je v KMS urcena kategoéria ALFA. Pre lepsich a skiisenejsich z kategdrie B
a pre kategériu A je kategéria BETA. Pre tych, ktori maju ambicie uspiet na celo§tatnom kole
MO kategérie A, je urceny koresponden¢ny seminar ¢KS, ktory organizuje KMS v spolupraci
s Matematickym koresponden¢nym seminarom v Prahe. Viac informéacii o KMS a o ¢:KS néjdete
v prilozenom samostatnom letaku, pripadne na http://kms.sk a http://kms.sk/iks.
Na dalsiu spolupracu sa teSia

B Radi by sme upozornili u¢itelov a Ziakov na KoreSpondenény matematicky seminar

Bce. Jozef Jakubik, Filip Sladek
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KATEGORIA A

A-1-1
Najdite vsetky dvojice prvocisel p, ¢, pre ktoré existuje prirodzené ¢islo a také, ze
pg  a*+1
p+q a+1’

(Jan Mazak, Robert Toth)

A-1-2
Dve kruznice k1(S1,71) a ko(Ss,r2) sa zvonka dotykaju a lezia vo $tvorci ABC'D so stranou a

tak, ze ki se dotyka stran AD a CD a ks sa dotyka stran BC' a C'D. Dokéazte, ze aspon jeden

z trojuholnikov AS;S,, BS1S, mé obsah najviac %a? (Toméas Jurik)

A-1-3
Oznacme p(n) pocet vSetkych n-cifernych ¢isel zlozenych len z cifier 1, 2, 3, 4, 5, v ktorych sa
kazdé dve susedné cifry lisia aspon o 2. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené cislo n plati

5.24" 1 <pn) <5251
(Pavel Novotny)

A-1-4
Néjdite vSetky funkcie f: R\ {0} — R také, ze pre vSetky nenulové ¢isla z, y plati
z- flry) + f(=y) = = f(x).
(Pavel Calabek)

A-1-5

Oznac¢me [ stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC'. Kruznica, ktora prechadza vrcholom B
a dotyka sa priamky AI v bode I, pretina strany AB, BC' postupne v bodoch P, (). Priese¢nik
priamky QI so stranou AC' oznacme R. Dokazte, ze plati

|AR] - |BQ| = |PI|*.

(Jaroslav Svréek)

A-1-6

V obore realnych c¢isel vyrieste ststavu rovnic
sin® x + cos?y =tg? 2,
sin?y + cos? z =tg? z,

2

sin® z 4 cos’z = th 1.

(Pavel Calabek)
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KATEGORIA B
B-1-1
Urcte vSetky trojice (a, b, ¢) prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati
2% + 4" = 8¢,

(Jaroslav Svréek)

B-1-2
V obore realnych ¢isel rieste rovnicu

23+ (3V2 — 2)2% — (1 +V2)r — 14(vV2 - 1) =0,

ak viete, ze ma aspon jeden celoc¢iselny koren. Pripadné iracionalne korene zapiste v jednoduchom
tvare bez odmocnin z iracionalnych ¢isel. (Jaromir Simsa)

B-1-3
Nech V' je priese¢nik vysSok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Priamka C'V' je spolo¢nou doty¢nicou
kruznic k£ a [, ktoré sa zvonka dotykaji v bode V a pritom kazda z nich prechadza jednym
z vrcholov A a B. Ich prieseéniky s vnitrami stran AC' a BC ozna¢me P a (). Dokazte, Ze
polpriamka V' C' je osou uhla PV Q a ze body A, B, P, ) lezia na jednej kruznici.

(Jaroslav Svréek)

B-1-4
Najdite najmensiu hodnotu zlomku

_n3—10n2+17n—4
 n2—10n+18

V(n)
pricom n je Tubovolné prirodzené ¢islo viicsie ako 2. (Vojtech Bélint)

B-1-5

V rovine je dand tusecka AB. Pre Tubovolny bod X tejto roviny, ktory je rozny od A aj B,
oznacme X 4, resp. Xp obraz bodu A, resp. B v osovej stmernosti podla priamky X B, resp.
X A. Najdite vsetky také body X, ktoré spolu s bodmi X4, Xp tvoria vrcholy rovnostranného

trojuholnika. (Pavel Calabek)
B-1-6

Je dané prirodzené cislo £k < 12. Vo vrcholoch pravidelného 12-uholnika st napisané cisla
1,2,...,12 (ako na ciferniku hodin). V jednom kroku moézeme bud vymenit niektoré dve pro-

tilahlé ¢isla, alebo zvolit lubovolnych & susednych vrcholov a v nich napisané ¢isla zvacsit o 1.
Ozna¢me T'(k) nasledovné tvrdenie: ,Po koneénom pocte krokov mozno dostat vSetkych 12 ¢isel
rovnakych.“ Dokazte, ze T'(2) neplati, T'(5) plati, a rozhodnite o platnosti 7'(3). (Jan Mazdk)
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KATEGORIA C
C-1-1

Stvorcové tabulka je rozdelena na 16 x 16 poli¢ok. Kobylka sa po nej pohybuje dvoma smermi:
vpravo alebo dole, pricom strieda skoky o dve a o tri policka (t.]. ziadne dva po sebe idtce
skoky nie sti rovnako dlhé). Za¢ina skokom dlzky dva z lavého horného policka. Kolkymi réznymi
cestami sa moZe kobylka dostat na pravé dolné policko? (Pod cestou méme na mysli postupnost
policok, na ktoré kobylka dosko¢i.) (Peter Novotny)

C-1-2

Pre kladné realne cisla a, b, ¢, d plati

a+b=c+d, ad = be, ac+ bd = 1.

Akt najvicsiu hodnotu moze mat sacet a + b+ ¢+ d? (Jan Mazak)
cC-1-3
Dany je obdlznik ABC'D s obvodom o. V jeho rovine najdite mnozinu vietkjch bodov, ktorych
sucet vzdialenosti od priamok AB, BC', C'D, DA je rovny %0. (Toméas Jurik)
C-1-4
Rozhodnite, ¢i z Tubovolnych siedmich vrcholov daného pravidelného 19-uholnika mozno vzdy
vybrat $tyri, ktoré st vrcholmi lichobeznika. (Jaromir Simsa)
C-1-5
Urécte vietky celé éisla n, pre ktoré 2n3 — 3n? +n + 3 je prvodislo. (Jaroslav Svréek)
C-1-6

Vnttri pravidelného Sestuholnika ABCDEF s obsahom 30 cm? je zvoleny bod M. Obsahy troj-
uholnikov ABM a BC'M st postupne 3 cm? a 2 cm?. Uréte obsahy trojuholnikov CDM, DEM,
EFM a FAM. (Pavel Leischner)
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Korespondenény matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostévate do rik tvodny letdk letnej ¢asti 34. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
stifaz organizovand obé¢ianskym zdruzenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredogkoldkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a skisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
casti na zdveretnom ststredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieseni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a zaCinajucim Studentom je urcena kategoéria ALFA, pre starSich a skusenejsich je kategéria BETA. Kazdy moze,
samozrejme v rdmci svojich moznosti, riesit obidve kategérie. Podrobnejie informécie o jednotlivych kategdridch
nijdete v pravidlach. Pre tych, éo maji vyssie ambicie a chceli by uspief na celostdtnom kole MO-A je uréeny
novy semindr iKS (Medzindrodny korespondenény semindr), ktory organizuju vedici KMS v spolupréci s ¢eskymi
kolegami z Matematického korespondenéniho seminéie. Tento semindr mé velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava
studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodni matematicki olympiddu. Ak méte akékolvek otdzky alebo pripo-
mienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedent
pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam zZelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Vseobecné informacie o korespondenénom matematickom seminari

Sttaz sa sklada z dvoch nezdvislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v ramci §kolského polroka. Na
konci kazdej éasti budi najispesnejsi riesitelia pozvani na zavereéné stustredenie. Kazda ¢ast pozostéva z troch
sérii uloh. Zadania prvych dvoch sérii mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam poslu prihlasku.
Ulohy budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za ¢iastkové & netdplné rieSenia. Za
kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapoéita 5 tiloh s najvia¢ésim bodovym ziskom.

Kategéria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len studenti strednych §kol, ktori sa neziéastnili celostdtneho kola matematicke;
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si mézes vypoéitat ako k., = r + u, kde &slo r je tvoj roénik a &fslo u je poéet tvojich tispesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za Uspesny, ak sa ti poc¢as neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zt¢astnil ako ndhradnik.

Ulohu éfslo 1 mézu stifazne riesif len studenti s ko < 1 a dlohu &slo 2 len studenti s ko < 2. Ostatné tlohy (3-1)
mozu riesit vietci riesitelia kategérie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pif regiondlnych vysledkovych listin, a to pre regiény vychodné Sloven-
sko, stredné Slovensko, zdpadné Slovensko, Bratislava a zahranicie. Na zaverec¢né sustredenie bude zvycajne po-
zvanych 5 najuspesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, d'alsich aspoii 5 podla celkového bodového
zisku a najispesnejsi riesitelia Matematickej olympiddy. Dalsi riesitelia v poradi budd na sistredenie pozvani
ako nahradnici. Vitazi slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zdkladnych §kol
nebudi na sustredenie pozvani.
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Kategéria BETA

Kategériu BETA mozu riesif vsetci (aj zahraniéni) studenti strednych §kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posli aspon jednu z tloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢&islo o je stucet poctu tvojich ucasti na celostdtnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich uspesnych semestrov (polrokov) v kategdrii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na stistredenie KMS
kategorie BETA alebo si sa ho zucastnil ako nahradnik.

Ulohu &slo 5 mozu stifazne riesif len Studenti s ks = 0 a tlohu ¢islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné dlohy (7 —11)
mozu rieif vietci riesitelia.

V tejto kategérii sa bude zostavovat jedna spoloénd vysledkové listina. Na zdvereéné stistredenie bude pozvanych
aspon 30 najuspesnejsich riesitelov (z toho najviac 10 zahraniénych), dalsi v poradi budd pozvan{ ako ndhradnici.
Prvi piati budii odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami.

Spoloéné pre obe kategorie

e Priklady ries samostatne. RieSenie kazdej tlohy riadne zdévodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieSeni pouzivas
odborni literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoétovii techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujiica je peciatka
na obélke) sposobujii znaéné organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelif nula bodov za vetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek rieSenie odovzdané organizdtorom osobne.

e Riesenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a CeStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizaénych
dovodov nebudi opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

e Opravené, obodované a okomentované riesenia spolu so vzorovymi rieseniami a pripadnou d'alsou korespondenciou
Ti mozu byt zasielané domov, do §koly alebo na int adresu. Svoju volbu vyznaé v navratke. V pripade, ak
chces korespondenciu posielat inde ako do §koly, je potrebné zaslaf ndm s ndvratkou aj tri obdlky (najlepsie
formétu A5) s vypisanou adresou (zndmky nie si potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial m4s dojem, Ze tvoje rieenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomni staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo més akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.

Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFT UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieSeni

Presny navod na ich odovzdavanie najdes po prihldseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieSeni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto ¢ase uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahraniénych riesitelov.

e Akceptované st iba rieenia vo forméte pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzif TEX, pripadne export do formatu
pdf z inych aplikacii.

e Na strdnke kms.sk/eriesenia je mozné (po prihldseni) vyplnit elektronickd prihlasku. Nebudes ju tak
musief zasielat pisomne. Je viak potrebné (v pripade posielania korespondencie inde ako do §koly) zaslat
nam obélky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz budu spif posielat klasickym spdsobom.
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Naboj KMS
Aj v tomto gkolskom roku sa moézete tesif na tradiéni matematickd stitaz — Naboj KMS. Podrobnejsie informécie
néjdete onedlho na stranke kms.sk/naboj a budu tiez zaslané na vasu skolu.

Prednasky
Riesitelom z celého Slovenska odporté¢ame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskutoéni v Bratislave diia 10. no-
vembra 2012 (po Néboji FKS). Blizsie informdcie ndjdete v pozvanke, ktord ¢oskoro zasleme vam alebo na vasu
gkolu, a tiez na internetovej stranke www.fks.sk/klub.

Riesitelom z okolia Ziliny odporti¢ame navitivit Matematicky klub (MaK). Dalsie informacie moézete néjst na
stranke www.sezam. sk.

Prihldska do letnej ¢asti KMS 2012/2013 — poslat spolu s 1. sériou alebo vyplnit na kms.sk/eriesenia!

Meno a priezvisko: ...... ... Datum narodenia: ........ ...
1 0e)
TrIEda . .o e
Pocet tucasti na celostatnom kole MO: ........ ... .. ... ... ,z ktorych bolo ............. .o uspesnych
Adresa dOmOV: . ..o e
Adresa pre postu (domov — interndt — Skola): .......
Tel. domov: ... mobil (viastng): ...
S 0= P

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2012/2013
Kategéria ALFA

Uloha &.1:
Po ceste preslo dokopy 19 motoriek a dut. Keby preslo o §tyri autd menej, bolo by ich tolko ako dvojnasobok poctu
motoriek, ktoré presli. Kolko preslo po ceste dut a kolko motoriek?

Uloha &. 2:

1
AKk4 cifra je na 7000. mieste za desatinnou ¢iarkou v Cisle m?
Uloha ¢&. 3:
Uréte pocet vietkych trojcifernych éisel, ktoré si deviitnastkrat vicsie ako ich ciferny sicet.

Uloha ¢&. 4:
Turnaja vo futbale sa zticastnilo N druZstiev. Turnaj sa hral systémom kazdy s kazdym. Najviac kolko druZstiev
mohlo vyhrat aspon polovicu zdpasov, ak

a) N je nepdrne?

b) N je parne?

Uloha &. 5:

Alibabova Zena nasla v zbojnickej jaskyni vrece s diamantmi. Diamantov bolo vo vnttri n, pricom prvy z nich vazil
1 g, druhy 2 g, dalsi 3 g, ..., posledny n gramov. Alibaba chcel, aby si diamanty rozdelili na dve ¢asti, pricom
tieto dve Gasti maji mat rovnakd hmotnost. Pre aké n sa dé korist rozdelit?

Uloha ¢&. 6:
Snehulienka m4a obdlZnikovii zahradku s celo¢iselnymi rozmermi z a y. Rozhodla sa zvigsit si ju na rozmery x + 5
a y + 6. Tymto pocinom sa jej zadhradke trikrat zvicési obsah. Aké rozmery mohla zdhradka povodne mat?

Uloha &. T:

Cédecko ma, fébiu z redlnych éisel a, b, ¢, x, y. Jeho strach je sposobeny tym, Ze plati a®+ax+y = 0, b>+bx+y = 0,
3+ cx +y = 0 a navyse su &isla a, b, ¢ rézne. Upokoji sa, iba ak sa dozvie, ze sticet &isel a, b, ¢ je nula. Dokézte,
7e sa nemd, ¢oho bat.

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategoérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Nech ¢ je kladné racionélne ¢islo. Dietatom &isla ¢ nazvime éisla g + 1 a #. Potomkami ¢isla ¢ nazvime deti g a
deti vSetkych potomkov ¢. Ondro napisal na tabulu vietkych potomkov éisla 1. Dokézte, Ze kazdé kladné raciondlne

¢islo sa nachadza na tabuli prave raz.

Uloha ¢.9:

Edo si pod vankiSom schovava nekoneény stvorcekovy papier. Jednej noci ho navstivila zubna vila Stanka a za-
farbila kazdy stvorcek na tomto papieri jednou z jej piatich oblibenych farieb!'. Edo si rdno véimol, ze kazdy kriz
z piatich stvorcekov (ako na obrazku) obsahuje kazdd farbu prave raz. Vzépiti si uvedomil, Zze potom aj kazdy
obdlznik 5 x 1 mus{ obsahovat kazdd farbu préave raz. Preco je to tak?

Uloha ¢&.10:

Filip pisal na tabulu pod seba &isla. Prvé a druhé éislo bolo 1. Kazdé dalsie si vyratal séitanim dvoch predoslych a
pripoc¢itanim ¢isla 1. Prizerajici sa Matis sa zamyslel nad nasledujicou otazkou: aké su vSetky dvojice prirodzenych
¢isel (n,m) také, ze n-té ¢islo na tabuli je tvaru 2™ — 17

Leyklaménova, lososové, fuchsiovd, birkové modra, biela
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Uloha &.11:
Podmnozina prirodzenych ¢isel S sa nazyva céarovnd, ak pre kazdé dva rozne prvky i, j z tejto podmnoziny plati,
ze do mnoziny S patri aj ¢islo
1+
NSD(i, j)

Néjdite vietky éarovné mnoziny. Pozndmka: NSD(4, j) oznacuje najviicsieho spoloéného delitela éfsel i, j.

Odporicand literatira

Nielen zaéinajiicim riesitelom odporticame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metddy rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam d'alsej odporiéanej literatiry (aj pre pokroéilych riesitelov), éi informdcie o jej zapozican{ z nasej kniznice
néjdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Foérum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na adrese kms . sk/forum
a modzete na fiom hned po termine danej série za¢at diskutovat o vaSom najobliibenejsom alebo najmenej obltibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania riesen{ je 8. oktéber 2012 (pre zahranicie 5. oktéber 2012).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.
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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2012/2013
Kategéria ALFA

Uloha ¢. 1:
V trojuholniku ABC je |4 ACB| = 20°. Na strandch BC, C'A s body D, E umiestnené tak, ze [{ADB| = 50° a
|[XAEB| = 60°. Usecky AD a BE sa pretinaji v bode S. Zistite velkost uhla ASB.

Uloha &. 2:

Kolko najmenej zapaliek by vdm sta¢ilo k zostrojeniu predmetu, ktory vypada spredu (ndrysu), zboku (bokorysu)
aj zhora (podorysu) tak, ako je nakreslené na obrazku? Zapalky sa nesmi lamat. Nezabudnite zdovodnit, preco to
s menej zapalkami nejde.

Uloha ¢. 3:

Majme stvorec ABCD. Nad stranou CD zostrojme rovnostranny trojuholnik DCFE (bod E lez{ mimo §tvorca
ABCD). Nad jeho stranou CE zostrojme d’aldi rovnostranny trojuholnik ECF. Teraz zostrojme rovnoramenny
trojuholnik CGF s pravym uhlom pri vrchole F' (tak, aby sa posledné dva trojuholniky neprekryvali). Pokracujeme
rovnoramennym trojuholnikom CGH s pravym uhlom pri vrchole G. Lezia A, B a H na jednej priamke? Svoju
odpoved poriadne zdoévodnite.

Uloha ¢. 4:
V priestore je dand rovina a a bod A, ktory v nej nelezi. Zostrojte rovinu 8 rovnobeznu s rovinou « tak, aby v nej
lezal bod A. Pouzit moZete:

e kruzidlo — ak mu zadéte rovinu, bod v nej a polomer, tak zostroji kruznicu v danej rovine, so stredom
v danom bode a s danym polomerom,

e gulidlo — ak mu zadate bod a polomer, tak zostroji gulu so stredom v danom bode a s danym polomerom,
e pravitko — ak mu zadate dva body, tak zostroji priamku, ktord prechadza oboma danymi bodmi,

e rovnitko — ak mu zadate tri body, ktoré nelezia na jednej priamke, tak zostroji rovinu v ktorej lezia vSetky
tri dané body.

Postup musi mat koneény pocet krokov.

Uloha ¢&. 5:
Dokézte, ze v kazdom mnohostene existuji dve steny s rovnakym poctom hran.

Uloha &. 6:
Kolko najviac stien méze mat teleso, ktoré vznikne spojenfm dvoch §tvorstenov (§tvorsteny mézu cez seba prechadzat)?
Preéo ich nemoéze byt viac?

Uloha ¢&. 7:
Usecky AB a C'D maji dizku 1 a pretinaji sa v bode O. Uhol AOC m4, velkost 60°. Dokézte, ze |AC|+|BD| > 1.

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 su rovnaké ako v kategoérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Méme konvexny stvoruholnik z papiera. Kedy sa d4 zlozit pekne? Pekne znamen4, Ze existuje bod vnitri §tvoruholnika,
do ktorého ked’ zlozime vrcholy, dostaneme novy stvoruholnik tvoreny préve dvoma vrstvami papiera a to po celej
jeho ploche.

Uloha ¢&.9:
V trojuholniku ABC plati |CA| = |CB|. Bod P lezi na opa¢nom obliku kruznice opisanej tomuto trojuholniku
ako bod C. Bod D je pétou kolmice z bodu C na priamku PB. Ukézte, ze |PA|+ |PB|=2-|PD|.
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Uloha &. 10:

Na strandch BC, CA, AB trojuholnika ABC st zvolené postupne body D, E, F tak, aby polomery kruznic
vpisanych trojuholnikom AEF, BFD, CDFE boli rovné ri. Polomery kruznic vpisanych trojuholnikom DEF a
ABC st postupne o a r. Dokazte, ze r1 + ro = 7.

Uloha &.11:
Kruznica vpisana trojuholniku ABC sa dotyka stréan BC, C A, AB postupne v bodoch A, By, Cj. Usetka KCy je
priemerom tejto kruznice a bod D je prieseénikom priamok B1C; a A; K. Dokdzte, ze |CD| = |CB].

Odporucand literatira

Nielen za&inajtcim riesitelom odpori¢ame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metdody rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam d'alSej odpori¢anej literatiiry (aj pre pokro¢ilych riesitelov), ¢i informéacie o jej zapozicani z nasej kniznice
néijdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Specidlne k tejto sérii vam odporticéame precitat si aj text o poéitani uhlov, ktory najdete na adrese
http://kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf.

Foérum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néajdete ho na adrese kms . sk/forum
a modzete na fiom hned po termine danej série za¢at diskutovat o vaSom najobliibenejsom alebo najmenej obltibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 5. november 2012 (pre zahranicie 2. november 2012).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



Mezinarodni ) Medzinarodny
korespondencni ZK S korespondencny

seminar seminar

2. roénik
2012 /2013

web: www.kms.sk/iks e-mail: iks@kms.sk

ogs & _we
Mily riesitel'!

Vitaj medzi nami! i{KS je medzinarodny koresponden¢ény matematicky seminér, na ktorého behu
spolupracuju organizatori KoreSpondenéného matematického seminara (www.kms.sk) a Mate-
matického korespondenéniho seminafe MFF UK (mks.mff.cuni.cz). Nahradza byvald najtazsiu
kategdriu v v KMS a je teda urc¢eny hlavne pre pokrocilych riesitelov. Uréite ale budeme radi
za kazdé poslané riesenie, ¢i len jeho naznak. Jedind vyrieSend uloha uz moéze znamenat slusné
umiestnenie!

V priebehu roka bude Sest sérii, ktoré budu striedavo zadavat a opravovat organizétori KMS
(neparne série) a MKS (parne série). Doru€ovacia adresa sa teda strieda. Svoje riesenia
mozes pisat slovensky, cesky, ale aj anglicky.

Kazda séria pozostava zo Styroch uloh pokryvajucich styri zakladné typy prikladov na ma-
tematickych olympiddach: algebra (A), kombinatorika (C), geometria (G) a tedria ¢isel
(N). Za kazdt tlohu mozes ziskat 0 — 7 bodov, vo vynimodénych pripadoch (velmi originalne
rieSenie, zaujimavé zovSeobecnenie ulohy, ...) moze opravovatel udelit az 9 bodov. Priklady sa
snazime zoradif od najlahsieho po najtazsi, hoci je to velmi individualne.

Ostatné pravidla iKS st prakticky zhodné s pravidlami inych korespondenénych seminarov,
pozri napr. kms.sk/pravidla. Zdoéraznime preto len najpodstatnejsie veci: kazdu ulohu spisuj na
osobitny papier A4, v hlavicke uved svoje meno a ¢islo tlohy. Riesenia posielaj mailom
na adresu iks@kms.sk alebo postou, pri¢om o tom, ¢i si svoje rieSenie poslal nacas, rozhoduje
razitko posty.

A na koniec, prec¢o vobec riesit iKS? Predovsetkym ide o velmi dobr pripravu na Matema-
ticka olympiddu a medzindrodné matematické stutaze. Najlepsi riesitelia ziskavaji hodnotné
matematické knihy podla vlastného vyberu, absolutny vitaz ziskava naviac tri¢ko s presti-
Znym napisom ,Vyhral som iKS!“ Navyse pre tento ro¢nik mame este jedno prekvapenie, a
tym je exkluzivne :KS ststredenie kratko pred celostatnym kolom matematickej olympiady.
Prajeme Ti prijemny ¢as straveny nad tlohami ¢KS a vidime sa v marci :) Viac informécii
najdete na www.kms.sk/iks.



Medzindrodny koreSpondenény seminar iKS 1. séria

Zadanie 1. série

Termin odoslania:  24. septembra 2012

Adresa: KMS - iKS
OATC KAGDM FMFI UK
Mlynska dolina
842 48 Bratislava
Slovakia

Uloha G1. Dany je kruh k. Najdite vietky mo#né polohy vrcholu A rovnobeznikov ABCD,
v ktorych |AC| < |BD)| a tsecka BD lezi vnutri k.

Uloha N1. N4&jdi vetky prvoéisla p také, ze p(2P~! — 1) je k-ta mocnina prirodzeného &isla pre
nejaké k > 1.

Uloha C1. Dané st celé &isla 1 < ai,as,...,am < nal < by, ba,...,bp < m. Dokéite, Ze
existuju indexy p < q a r < s také, ze ap +apy1+---+aqg =br +brp1+--- 4 bs.
Uloha Al. Dokazte, ze ak redlne &isla a, b, ¢ spliiaji a + b+ ¢ = 0, potom

(2a+1)2  (26+1)2  (2c+1)2 >3
202 +1 2b2 +1 2¢2+1 —

Kedy nastava rovnost?

Navratka s kontaktnymi adajmi

Posli prosim vyplnené spolu s prvou sériou!

Meno:* Priezvisko:*
Spiatoénd adresa:*

Skola:*

E-mail:*

*Nevyhnutny udaj



2.ro¢nik, 2012 /2013 Medzindrodny korespondenény seminar iKS

Zadani 2. série
Termin odeslani: 22. fijna 2012

Adresa pro odeslani: Korespondenéni seminai i KS
KAM MFF UK
Malostranské namésti 25
11800 Praha 1
Ceska republika

Uloha N2. Je déno prirozené ¢islo d. Dokazte, Zze je mozné najit takové kladné realné cislo c,
ze pro vSechna prirozena Cisla n > d plati nerovnost

[n—1,n—2,...,n—d] > cn®

Hranatymi zavorkami znac¢ime nejmensi spoleény néasobek.

Uloha G2. Je dan trojthelnik ABC a déle mimo rovinu danou timto trojuhelnikem bod S
takovy, ze |SA| = |SB| = |SC|. Na tseckach SA, SB, SC nalezneme postupné body X, Y,
Z tak, aby rovina XY Z byla rovnobézna s rovinou ABC. Bud O stfed sféry opsané ctyrsténu
SABZ. Dokazte, ze pfimka SO je kolma na rovinu XY C.

Uloha C2. Pepa s Mirkem hraji deskovou hru. Jeji soucasti je hraci plan a jedna figurka. Na
hracim planu jsou policka a nékteré dvojice poli¢ek jsou spojeny rourou (roury jsou obousmérné
a mohou vést nad sebou a pod sebou)!. Na zacatku hry polozi Mirek figurku na jedno policko
a dale se hraci st¥idaji v tazich. Prvni posune figurku Pepa podél nékteré roury na dalsi po-
licko, pak Mirek, ... Figurku je zakdzano posunout na policko, na kterém uz nékdy stala. Kdo
nemuze tdhnout, prohral. Dokazte, ze kdyZ je pocet poli¢ek na hracim planu lichy, tak méa Mirek
vyhravajici strategii.

Uloha A2. Dokazte, ze pokud polynom p s redlnymi koeficienty spliuje
p(a)? —1=p(a? +1)

pro vSechna z € R, pak to je konstantni polynom.

1V grafové terminologii jsou poli¢ka vrcholy a roury hrany obecného grafu.



